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Avant-propos

La géométrie affine euclidienne occupe une place centrale dans l’enseignement des mathé-
matiques, et permet d’aborder des notions riches et variées, allant des transformations géomé-
triques aux relations métriques, tout en offrant un cadre rigoureux pour comprendre et résoudre
de manières lisses des problèmes complexes. Dans les programmes marocains, elle est introduite
progressivement, avec un accent fort sur son application vectorielle et analytique, notamment
dans les filières scientifiques du lycée. Cependant, elle peut parfois sembler compartimentée,
voire éloignée des préoccupations contemporaines de la géométrie moderne.

Dans ce soucis, ce polycopié vise précisément à combler ce fossé, en proposant une série de
102 exercices solutionnés, où les approches analytiques, vectorielles et géométriques interagissent
de manière fluide. Il est conçu comme un outil d’accompagnement et de consolidation pour les
professeurs stagiaires du cycle secondaire qualifiant, et s’inscrit dans une démarche pédagogique
visant à renforcer la maîtrise de concepts fondamentaux de la géométrie affine Euclidienne, tout
en développant une perspective unifiée entre la géométrie classique et moderne.

Les exercices présentés ont été réalisé tout au long de l’année scolaire 2023-2024, tenant
compte des lacunes observées chez les futurs enseignants en géométrie. Ils ont été soigneusement
sélectionnés pour répondre à un double objectif : consolider les bases essentielles, et développer
une pensée géométrique des problématiques plus complexes, exigeant réflexion et créativité.

J’espère que ce document contribuera à enrichir la pratique professionnelle des lecteurs, en
leurs offrant des outils et des méthodes pour enseigner avec clarté et profondeur la géométrie
affine euclidienne. Puisse-t-il également raviver le plaisir à explorer les beautés de cette discipline,
où se rencontrent harmonieusement intuition et rigueur.

Nouira Redouane
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Chapitre 1

Géométrie vectorielle Euclidienne

1.1 Produit scalaire

Exercice 1

Montrer que les application définie ci-dessous, sont des produits scalaires sur les espaces
correspondants.

1. ∀u⃗ = (x, y) ∈ R2, ∀v⃗ = (x′, y′) ∈ R2, ⟨u⃗, v⃗⟩ = xx′ + 3yy′ − xy′ − x′y.

2. C1([0, 1],R)2, ⟨f, g⟩ = f(0)g(0) +
∫ 1

0 f ′(t)g′(t) dt. L ’application définie sur C1([0, 1],R)2

par :

C1([0, 1],R)2, (f/g) =
∫ 1

0
f ′(t)g′(t) d, t

est-t-elle un produit scalaire ?

Réponse 1

1. La linéarité par rapport à la première variable et la symétrie (donc bilinéarité) sont tri-
viales. Soit u⃗ = (x, y) ∈ R2, on a :

⟨u⃗, u⃗⟩ = x2 + 3y2 − 2xy = (x − y)2 + 2y2 ≥ 0.

D’où la positivité. De plus :

⟨u⃗, u⃗⟩ = 0 =⇒ (x − y = 0 et y = 0)
=⇒ (x = y = 0).

Conclusion : ⟨·, ·⟩ est bilinéaire, symétrique et définie positive. C’est donc un produit
scalaire sur R2.

1
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2. La linéarité par rapport à la première variable, la symétrie et positivité sont triviales.
Soit f ∈ C1([0, 1],R) telle que ⟨f, f⟩ = 0. Alors :

f(0)2 +
∫ 1

0
[f ′(t)]2 dt = 0.

On en déduit que f(0) = 0 et
∫ 1

0
[f ′(t)]2 dt = 0. Et comme la fonction nulle est l’unique

fonction continue et positive sur un segment dont l’intégrale, sur ce même segment, est
nulle, alors f ′ est identiquement nulle sur [0, 1], et par suite f est constante sur [0, 1].
Sachant que f(0) = 0, on en déduit que f est identiquement nulle sur [0, 1], et que la
forme ⟨·, ·⟩ est donc définie.
Conclusion : ⟨·, ·⟩ est bilinéaire, symétrique et définie positive. C’est donc un produit
scalaire sur C1([0, 1],R).
En ce qui concerne (./.), c’est une forme bilinéaire symétrique positive, mais elle n’est pas
définie. En effet, pour toute fonction constante f on a (f/f) = 0. Donc, ce n’est pas un
produit scalaire.

Exercice 2

Soit n un entier naturel non nul, et x0, x1, · · · , xn des point de R deux à deux distincts.
Montrer que les application définie ci-dessous, sont des produits scalaires sur Rn[X].

1. ∀(P, Q) ∈ (Rn[X])2, ⟨P, Q⟩ =
∑n

k=0 P (xk)Q(xk),

2. ∀(P, Q) ∈ (Rn[X])2, (P/Q) =
∑n

k=0 P (k)(x0)Q(k)(x0).

Réponse 2
Pour les deux applications, la linéarité par rapport à la première variable, la symétrie et la
positivité sont faciles. Soit P ∈ Rn[X].

— Supposons que ⟨P, P ⟩ = 0. Alors
n∑

k=0
P (xk)2 = 0 et par suite P (xk) = 0 pour tout

k ∈ {0, . . . , n}. Donc P admet n + 1 racines distinctes. Puisqu’il est de degré majoré par
n, il est nul. La forme ⟨·, ·⟩ est donc définie.

— Supposons que (P/Q) = 0. Alors
n∑

k=0

(
P (k)(x0)

)2 = 0 et par suite P (k)(x0) = 0 pour tout

k ∈ {0, . . . , n}. Or, d’après la formule de Taylor on a P =
n∑

k=0
(x − x0)kP (k)(x0), donc P

est le polynôme nul, et la forme ⟨·, ·⟩ est donc définie.

Conclusion : les deux applications sont des produits scalaires sur Rn[X].

1.2 Inégalités de Cauchy-Schwartz et de Minkowski

Exercice 3

page 2



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s
C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra

Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

Soient x1, · · · , xn des réels. Prouvez l’inégalité

n∑
k=1

xk ≤
√

n

√√√√ n∑
k=1

x2
k.

Étudier le cas d’égalité.
Réponse 3

Ce n’est autre que l’inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée aux vecteurs (x1, · · · , xn) et (1, · · · , 1)
dans Rn muni de structure Euclidienne canonique. L’égalité a lieu si et seulement les vecteurs
(x1, · · · , xn) et (1, · · · , 1) sont colinéaires, ce qui signifie que x1 = x2 = · · · = xn.

Exercice 4

Soient x1, · · · , xn des réels strictement positifs tels que
n∑

k=1
xk = 1. Montrer alors que

n∑
k=1

1
xk

≥ n2. Étudier le cas d’égalité.

Réponse 4
On applique encore une fois l’inégalité de Cauchy-Schwartz, appliquée aux vecteurs

(√
x1, · · · ,

√
xn

)
et
(

1
√

x1
, · · · ,

1
√

xn

)
dans Rn muni de structure Euclidienne canonique, et on a le résultat.

L’égalité a lieu si et seulement les vecteurs
(√

x1, · · · ,
√

xn

)
et
(

1
√

x1
, · · · ,

1
√

xn

)
sont coli-

néaires, c’est à dire qu’il existe un réel t tel que pour tout i ∈ [[1, n]], on ait √
xi = t

xi
, ou encore

que xi = t. Ceci est équivalent à dire que tous les xi sont égaux. Et comme
n∑

k=1
xk = 1, cela se

traduit par x1 = x2 = · · · = xn = 1
n

.

Exercice 5

Soient x1, · · · , xn, y1, · · · , yn des réels, et z1, · · · , zn des réels positifs. Prouvez l’inégalité

n∑
k=1

xkykzk ≤

√√√√ n∑
k=1

x2
kzk ×

√√√√ n∑
k=1

y2
kzk.

Réponse 5

Ce n’est autre que l’inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée aux vecteurs
(
x1

√
z1, · · · , xn

√
zn

)
et
(
y1

√
z1, · · · , yn

√
zn

)
dans Nn muni de structure Euclidienne canonique.

page 3
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Exercice 6
Trois réels x, y et z vérifient x2 + y2 + z2 = 1. Prouvez l’inégalité

(x + 2y + 3z)2 ≤ 14.

Réponse 6
Soit x, y et z dans R tels que x2 + y2 + z2 = 1. Dans R3, muni de sa structure Euclidienne
canonique, cela veut veut dire que la norme du vecteur (x, y, z) est ∥(x, y, z)∥ = 1. Remarquant
que la quantité x+2y+3z est exactement le produit scalaire ⟨(x, y, z)/(1, 2, 3)⟩, on peut déduire,
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, que :

(x + 2y + 3z)2 = ⟨(x, y, z)/(1, 2, 3)⟩2 ≤ ∥(x, y, z)∥2 × ∥(1, 2, 3)∥2 ≤ 14.

Exercice 7
Trois réels x, y et z vérifient x2 + 2y2 + z2 ≤ 1. Prouvez l’inégalité

(x + y + z)2 ≤ 5
2 .

Réponse 7
On est presque dans le même esprit de l’exercice 6, avec une toute petite différence. Soit x, y et
z dans R tels que x2 + 2y2 + z2 ≤ 1. Dans R3, muni de sa structure Euclidienne canonique, cela
veut veut dire que la norme du vecteur (x,

√
2y, z) est tel que ∥(x,

√
2y, z)∥ ≤ 1. Remarquant

que la quantité x + y + z est exactement le produit scalaire ⟨(x,
√

2y, z)/(1,

√
2

2 , 1)⟩, on peut
déduire, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, que :

(x + y + z)2 = ⟨(x,
√

2y, z)/(1,

√
2

2 , 1)⟩2 ≤ ∥(x,
√

2y, z)∥2 × ∥(1,

√
2

2 , 1)∥2 ≤ 5
2 .

Exercice 8
Soient a, b, c, d des réels positifs. Montrer, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, que

√
a + b + c + d +

√
b + c + d +

√
c + d +

√
d ≥

√
a + 4b + 9c + 16d

Réponse 8
Munissons R4 de sa structure Euclidienne canonique. L’inégalité de Minkowski, c’est à dire
l’inégalité triangulaire appliquée aux vecteurs (

√
a,

√
b,

√
c,

√
d), (

√
a,

√
b,

√
c, 0), (

√
a,

√
b, 0, 0)

et (
√

a, 0, 0, 0), s’écrit :

√
a + b + c + d +

√
b + c + d +

√
c + d +

√
d ≥

√
a + 4b + 9c + 16d.

page 4
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1.3 Bases orthonormales

Exercice 9

Déterminer une base orthonormale directe de l’espace dont le premier vecteur est colinéaire
au vecteur (1, 2, 2).

Réponse 9
Un vecteur unitaire colinéaire à (1, 2, 2) est u⃗ = (1/3, 2/3, 2/3), et v⃗ = (0, 1/

√
2, −1/

√
2) est un

vecteur unitaire orthogonal à u⃗. Il reste à former produit vectoriel w⃗ = u⃗ ∧ v⃗ pour avoir une
b.o.n.d (u⃗, v⃗, w⃗). On trouve w⃗ =

(
−4

3
√

2 , 1
3

√
2 , 1

3
√

2

)
.

Exercice 10
On considère le sous-espace vectoriel E de R3 donné par l’équation cartésienne

x1 + x2 + x3 = 0.

Quelle est sa dimension ? Construire une base orthonormée de E.
Réponse 10

En orientant R3 canoniquement, E est le plan vectoriel de R3 admettant le vecteur unitaire n =
√

3
3

1
1
1

 comme vecteur normal. Comme, de plus, il contient le vecteur unitaire u =
√

2
2

−1
1
0

,

alors (u, v) est une b.o.n de E, où v = n ∧ u =
√

6
6

−1
−1
2

.

Exercice 11
Appliquer la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt dans les cas suivants :

1. v1 =

 1
2

−2

 , v2 =

 0
−1
2

 , v3 =

−1
3
1

 dans R3 muni du produit scalaire usuel.

2. P = 1, Q = X, R = X2 dans R[X] muni du produit scalaire défini par ⟨f, g⟩ =∫ 1

0
f(t)g(t) dt.

Réponse 11

page 5
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1. On applique le procédé de Gram-Schmidt. Pour le premier vecteur, il suffit de le normali-
ser :

v′
1 = 1

3v1.

On calcule la projection orthogonale ṽ2 sur l’orthogonal de v1 :

ṽ2 = v2 − ⟨v2, v′
1⟩v′

1 = v2 − ⟨v2, v1⟩
∥v1∥2 v1 =

 1
2

−2

+ 6
9

 1
2

−2

 = 1
3

2
1
2

 .

On remarque que ṽ2 est de norme 1, donc on pose v′
2 = ṽ2. On calcule la projection

orthogonale ṽ3 de v3 sur Vect(v1, v2)⊥ :

ṽ3 = v3 − ⟨v3, v′
2⟩v′

2 − ⟨v3, v′
1⟩v′

1 =

−1
3
1

− 1
3

2
1
2

− 1
3

 1
2

−2

 =

−2
2
1

 .

On termine en normalisant ṽ3 : v′
3 = 1√

3 ṽ3.

2. L’intervalle [0, 1] étant de longueur 1, la fonction P est de norme 1. Puisque∫ 1

0
x dx = 1

2 ,

la projection orthogonale de Q sur l’orthogonale de P est

Q̃ = Q − ⟨Q, P ⟩P = X − 1
2 .

Comme ∫ 1

0
(x − 1

2)2 dx = 1
12 ,

le polynôme Q0 = 2
√

3
(
X − 1

2
)

est de norme 1. Afin de calculer la projection orthogonale
R̃ de R sur Vect(P, Q)⊥, on remarque les identités∫ 1

0
x2 dx = 1

2 ,

∫ 1

0
x2
(

x − 1
2

)
dx = 1

4 − 1
6 = 1

12 .

Ceci étant acquis, on trouve

R̃ = R − ⟨R, Q0⟩Q0 − ⟨R, P ⟩P = X2 − 1
12

(
X − 1

2

)
− 1

3 .

Le carré de la norme de R̃ est

∥R∥2 − ⟨R, Q0⟩2 − ⟨R, P ⟩2 = 1
5 − 1

12 − 1
9 = 1

180 .

page 6
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En particulier, le polynôme R0 = 6
√

5R0 est de norme 1.

Exercice 12
On munit l’espace C ([0, 2π],R) du produit scalaire ⟨.⟩ défini par :

∀f, g ∈ C ([0, 2π],R) , ⟨f ; g⟩ = 1
π

∫ 2π

0
f(t)g(t)dt.

Montrer que la famille (fn)n∈N∗ , avec fn(x) = cos(nx), est une famille orthonormée pour ce
produit scalaire.

Réponse 12
En effet, pour tout m, n ∈ N∗ on a :

⟨fm; fn⟩ = 1
π

∫ 2π

0
cos(mx) cos(nx)dt

= 1
2π

∫ 2π

0
(cos(m + n)x + cos(m − n)x) dt

=


1

2π

[
sin(m+n)x

m+n + sin(m−n)x
m−n

]2π

0
, si m ̸= n

1
2π

[
sin(m+n)x

m+n + x
]2π

0
, si m = n

=

0 , si m ̸= n

1 , si m = n
,

d’où le résultat.

Exercice 13
On pose n = dim E. Soient e1, ..., en des vecteurs de E tels que ∥x∥2 =

n∑
k=1

⟨x⧸ek⟩2 pour tout

x ∈ E. Montrer que

1. (e1, ..., en) est une base de E. « Prouver qu’elle est génératrice »

2. ∥ek∥ = 1 pour tout k

3. (e1, ..., en) est une b.o.n de E

Réponse 13

1. Posons F = vect(e1, ..., en), et soit x ∈ F ⊥. Alors on a ∥x∥2 =
n∑

k=1
⟨x⧸ek⟩2 = 0, et donc

x = 0. Ainsi F ⊥ = {0}, F = E et par suite (e1, ..., en) est une famille génératrice de E.

Mais E étant de dimension finie égale à n, alors (e1, ..., en) est une base de E.

page 7



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s

C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

2. Soit j ∈ [[1, n]] . Alors ∥ej∥2 =
n∑

k=1
⟨ej⧸ek⟩2 ≥ ∥ej∥4

, et par conséquent : ∥ej∥ ≤ 1.

D’autre part, en considérant un vecteurs non nul x ∈ F ⊥
j , où Fj = vect(ei)1≤i≤n

i̸=j
, on

trouve ∥x∥ = ⟨x⧸ej⟩. Or d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz,
⟨x⧸ej⟩ ≤ ∥x∥.∥ej∥, ainsi ∥ej∥ ≥ 1, et finalement ∥ej∥ = 1

3. En reprenant le même vecteur de la question précédente, on a ⟨x⧸ej⟩∥x∥ = ∥x∥.∥ej∥,
donc ej et x sont colinéaires. Comme conclusion (e1, ..., en) est une b.o.n de E

1.4 projections orthogonales vectorielles, isométries vec-
torielles

Exercice 14
Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormée B = (i, j, k).

Soit p ∈ L (E) déterminé par sa matrice A dans B définie par A = 1
6

 5 −2 1
−2 2 2
1 2 5


Montrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera une équation.

Réponse 14
Le fait que p soit une projection vectorielle provient du fait que A2 est la matrice identité. De
plus, comme la troisième colonne, C3, de la matrice A est une combinaison de la première, C1, et

la deuxième, C2, (C3 = C1 +2C2), alors Im(A) = Vect


 5

−2
1


−2

2
2


. Ceci montre que p est

une projection sur le plan vectoriel Im(A) = Vect


 5

−2
1


−2

2
2


. Pour montrer qu’il s’agit

d’une projection orthogonale, il suffit de montrer le noyau de A, qui est une droite vectorielle, est
l’orthogonal de Im(A), ce qui revient à montrer que ker A est engendré par le produit vectoriel 5

−2
1

 ∧

−2
2
2

 =

 −6
−12

6

 , ce qui est facile à vérifier.

N.B : On peut aussi montrer que p est une projection orthogonale en remarquant que la matrice
A est symétrique. En effet, si A est symétrique alors, pour tout X ∈ ker A et AY ∈ Im(A), avec
Y ∈ M3,1(R), on a : ⟨X/AY ⟩ =t XAY =t (tY AX) = 0.

Exercice 15

Soit a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {0}. On considère l’hyperplan de Rn d’équation :

a1x1 + · · · + anxn = 0.
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1. Trouver un vecteur v de norme 1 orthogonal à cet hyperplan.

2. Donner une expression pour la projection orthogonale de x ∈ Rn sur la droite dirigée par
v.

3. En déduire une expression pour la distance d(x, H) de x à H.

4. Application : Calculer la distance du vecteur x = (1, 2, 3) ∈ R3 au plan d’équation

x1 + x2 + x3 = 0.

Réponse 15

1. Par définition, l’hyperplan H est l’orthogonal de Vect(a). Donc v = a
∥a∥ convient.

2. Puisque v est une base orthonormée de Vect(a), on a :

prH⊥(x) = ⟨x, v⟩v = ⟨x, a⟩
⟨a, a⟩

a.

3. La distance d(x, H) est par définition la norme de prH⊥(x). Donc :

d(x, H) = |⟨x, a⟩|
∥a∥

.

4. D’après la formule précédente, on a d(x, H) = 6√
3 = 2

√
3.

Exercice 16
On considère le sous-espace vectoriel H de R4 donné par les équations cartésiennesx2 + x3 + x4 = 0,

x1 + x2 + x3 = 0.

1. Donner une base orthonormée de H ainsi que la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur H.

2. Calculer la distance des vecteurs suivants à H :

v1 =


0
5
0
0

 , v2 =


2

−1
−1
2

 , v3 =


−1
1

−1
1

 .

Réponse 16

1. L’espace vectoriel H est donné par les équations x1 = −x2 − x3 et x4 = −x2 − x3. Une

page 9
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base de l’espace vectoriel H est

v1 =


0

−1
1
0

 , v2 =


2

−1
−1
2

 .

Les vecteurs w1 et w2 sont orthogonaux. Donc

w′
1 = 1√

2
w1, w′

2 = 1√
10

w2

est une base orthonormée de H.

2. Par la formule du cours, la projection orthogonale sur H est donnée par

p(x) = ⟨x, w′
1⟩w′

1 + ⟨x, w′
2⟩w′

2 = ⟨x, w1⟩1
2w1 + ⟨x, w2⟩ 1

10w2.

En prenant x = ei pour i = 1, . . . , 4, on trouve la matrice de p :

1
5


2 −1 −1 2

−1 3 −2 −1
−1 −2 3 −1
2 −1 −1 2

 .

La distance d(x, H) de x à H est la norme de la projection sur H⊥ de x, c’est-à-dire
x − p(x). Pour x = 5e2, on trouve

5e2 − 5p(e2) =


1
2
2
1

 ,

donc d(v1, H) =
√

10. Le vecteur v2 appartient à H, donc sa distance est nulle. Pour v3,
on a

v3 − p(v3) =


−1
0
0
1

 ,

donc d(v3, H) =
√

2.

Exercice 17
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Soit f l’endomorphisme de R3 donné par la matrice suivante

M =

−3/5 4/5 0
0 0 1

4/5 3/5 0

 .

Montrer que f est une rotation, déterminer son axe et son angle.
Réponse 17

Commençons par montrer que f est une isométrie, c’est-à-dire que M est une matrice orthogo-
nale. Pour cela, notons v1 = (− 3

5 , 0, 4
5 ), v2 = ( 4

5 , 0, 3
5 ) et v3 = (0, 1, 0) les vecteurs colonnes de

cette matrice. On vérifie aussitôt que ces vecteurs forment une base orthonormale puisque les
relations suivantes sont satisfaites : ∥v1∥ = ∥v2∥ = ∥v3∥ = 1 et (v1|v2) = (v1|v3) = (v2|v3) = 0.

Si on développe le déterminant de M par rapport à la dernière colonne, on obtient que le
déterminant de M est égal à 1 ; par conséquent M est une matrice orthogonale, l’endomorphisme
associé f est une rotation. Comme f est une rotation qui n’est pas l’identité, l’axe de f est la
droite vectorielle fixée par f . La résolution du système d’équation correspondant donne que l’axe
de rotation de f est la droite vectorielle D engendrée par le vecteur unitaire u = 1

3 (1, 2, 2). Soit θ

l’angle de la rotation f autour de l’axe D orienté dans le sens du vecteur u. On sait que la trace
de M est égale à tr(M) = 1 + 2 cos θ, d’où cos θ = − 4

5 . On en déduit que θ = − arccos( 4
5 ). Mais

il faut faire plus de calculs pour déterminer le signe de θ. Il faut bien comprendre que le signe de
θ n’a de sens qu’à partir du moment o‘u on fixe une orientation de l’axe D : si on prenait le sens
donné par −u au lieu de u, le signe de θ sera inversé. Pour conclure, il s’agit de calculer la matrice

de f dans une base orthonormée directe adaptée à la situation. Le vecteur u′ =
√

5
5 (2, −1, 0) est

unitaire et orthogonal au vecteur u. Pour obtenir le vecteur u′′ tel que (u, u′, u′′) soit une base

orthonormale directe, il s’agit de prendre le produit vectoriel u′′ = u ∧ u′ =
√

5
15 (2, 4, −5). On

peut a priori dire que la matrice M ′ de f dans la nouvelle base (u, u′, u′′) est de la forme :

M ′ =

1 0 0
0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

Il n’y a plus qu’à déterminer le coefficient sin θ, il est donné par la formule : sin θ = (f(u′)|u′′) =
−3

5 < 0. On en déduit θ = −arccos(−4
5).

Exercice 18

Soit f une isométrie vectorielle de E.

1. Montrer que les seules valeurs propres possibles de f sont 1 et −1 ; c’est à dire Sp(f) ⊂
{1, −1}.

2. Montrer que ker(f − idE) et ker(f + idE) sont deux s.e.v orthogonaux de E.

3. En déduire que f est diagonalisable si et et seulement si f est une symétrie orthogonale.
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Réponse 18

1. Soit α une valeur propre de f associée à un vecteur propre e ∈ E. Comme ∥f(e)∥ = ∥e∥
alors ∥α.e∥ = ∥e∥, ce qui donne |α|.∥e∥ = ∥e∥ puis |α| = 1. Ainsi α = ±1.

2. Soient x ∈ ker(f − idE) et y ∈ ker(f + idE). Puisque ⟨f(x)/f(y)⟩ = ⟨x/y⟩ alors ⟨x/ − y⟩ =
⟨x/y⟩ puis −⟨x/y⟩ = ⟨x/y⟩ et enfin ⟨x/y⟩ = 0. Ainsi ker(f − idE) ⊥ ker(f + idE).

3. Si f est une symétrie alors elle admet X2 − 1 comme polynôme annulateur. Ce dernier
étant scindé à racines simples, f est diagonalisable. Réciproquement, supposons que f est
diagonalisable. Comme Sp(f) ⊂ {1, −1} alors (X − 1)(X + 1) est un polynôme annulateur
de f , et par la suite E = ker(f − idE) ⊕ ker(f + idE). Donc f est une symétrie par rapport
à ker(f − idE) parallèlement à ker(f + idE). D’après (2), ker(f − idE) et ker(f + idE) sont
orthogonaux, donc orthogonale f est une symétrie orthogonale.

Exercice 19

Soient E un plan vectoriel, B = (⃗i, j⃗) une base de E et θ ∈]0, π[ fixé.
On considère l’endomorphisme f de E représenté par sa matrice C dans la base B : C =(

0 −1
1 2 cos(θ)

)
.

On définit alors sur E une forme bilinéaire symétrique Φ par les relations :

Φ(⃗i, j⃗) = Φ(⃗j, i⃗) = cos(θ) et Φ(⃗i, i⃗) = Φ(⃗j, j⃗) = 1.

On rappelle qu’une forme bilinéaire sur E est une application de E2 dans R, linéaire par rapport
à chacune des variables.

1. Soient X = x1⃗i + x2j⃗ et Y = y1⃗i + y2j⃗ deux vecteurs de E. Exprimer Φ(X, Y ) en fonction
des réels x1, x2, y1, y2 et θ.

2. Montrer que Φ est un produit scalaire sur E.

3. Prouver que f est une isométrie pour le produit scalaire Φ.

4. Déterminer un vecteur k⃗ ∈ E tel que (⃗i, k⃗) soit une base orthonormée pour Φ et que
Φ(⃗j, k⃗) > 0.

5. Expliciter la matrice de f dans la base (⃗i, k⃗). Préciser la nature de f .

6. Soit m ∈ N∗. Pour quelles valeurs de θ ∈]0, π[ a-t-on fm = idE ?

Réponse 19

page 12



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s
C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra

Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

1. On utilise la bilinéarité de Φ et son caractère symétrique. Il vient

Φ
(
x1⃗ı + x2ȷ⃗, y1⃗ı + y2ȷ⃗

)
= x1y1Φ

(⃗
ı, ı⃗
)

+ x2y2Φ
(
ȷ⃗, ȷ⃗
)

+ x1y2Φ
(⃗
ı, ȷ⃗
)

+ x2y1Φ
(
ȷ⃗, ı⃗
)

= x1y1 + x2y2 + (x1y2 + x2y1) cos θ

=
(

x1 y1

)( 1 cos θ

cos θ 1

)(
y1

y2

)

Cette expression matricielle peut s’avérer pratique.

2. Pour montrer que Φ est un produit scalaire, il reste à étudier Φ
(
X⃗, X⃗

)
.

Φ
(
X⃗, X⃗

)
= x2

1 + x2
2 + 2x1x2 cos θ =

(
|x1| − |x2|

)2 + 2|x1x2|(1 ± cos θ)

≥
(
|x1| − |x2|

)2 + 2|x1x2|
(
1 − | cos θ|

)
≥ 0.

De plus, Φ
(
X⃗, X⃗

)
étant la somme de deux quantités positives et l’hypothèse 0 < θ < π

assurant que | cos θ| < 1, elle est nulle si, et seulement si, |x1| = |x2| et |x1x2| = 0, donc
si, et seulement si X⃗ = 0⃗. Ainsi, Φ est bien un produit scalaire sur E. (On pouvait aussi
écrire plus naturellement Φ

(
X⃗, X⃗

)
= (x1 + x2 cos θ)2 + (1 − cos2 θ)x2

2).

3. Pour X⃗ = x1⃗ı + x2ȷ⃗, on a :

f
(
X⃗
)

= x1ȷ⃗ + x2
(

− ı⃗ + 2 cos θȷ⃗
)

= −x2⃗ı +
(
x1 + 2 cos θx2

)
ȷ⃗

et

Φ
(

f
(
X⃗
)
, f
(
X⃗
))

= (−x2)2 +
(
x1 + 2 cos θx2

)2 − 2x2
(
x1 + 2 cos θx2

)
cos θ

= x2
1 + (1 + 4 cos2 θ − 4 cos2 θ)x2

2 + (4 − 2) cos θx1x2

= x2
1 + x2

2 + 2x1x2 cos θ = Φ
(
X⃗, X⃗

)
.

4. On utilise le procédé de Gram-Schmidt en orthonormalisant la base
(⃗
ı, ȷ⃗
)
. Par hypothèse,

Φ (⃗ı, ı⃗) = 1, donc ı⃗ est bien de norme 1. On pose k⃗′ = ȷ⃗−Φ
(⃗
ı, ȷ⃗
)⃗
ı = ȷ⃗−cos θ⃗ı. Par construc-

tion, Φ
(⃗
ı, k⃗′) = 0 et l’on calcule Φ

(
ȷ⃗, k⃗′) = 1 − cos2 θ > 0. On prend alors finalement

k⃗ = k⃗′√
Φ
(
k⃗′, k⃗′

) = k⃗′
√

1 − cos2 θ
= −cos θ

sin θ
ı⃗ + 1

sin θ
ȷ⃗.

5. La première colonne de la matrice C donne f
(⃗
ı
)

= ȷ⃗ et l’on a par ailleurs ȷ⃗ = sin θk⃗+cos θ⃗ı.
Dans la base

(⃗
ı, k⃗
)
, la matrice de f est donc une matrice orthogonale dont la première

colonne est
(

cos θ sin θ
)T

et qui est de déterminant det(C) = 1. On a donc mat(⃗ı,⃗k)(f) =(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
et f est la rotation d’angle θ.

On peut aussi (mais c’est plus long) utiliser la formule de changement de base, poser
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P =
(

1 − cos θ/ sin θ

0 1/ sin θ

)
, calculer P −1 =

(
1 cos θ

0 sin θ

)
, puis

mat(⃗ı,⃗k)(f) = P −1CP =
(

1 cos θ

0 sin θ

)(
0 −1
1 2 cos θ

)(
1 − cos θ/ sin θ

0 1/ sin θ

)
=
(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

6. Si f est la rotation d’angle θ, fm est celle d’angle mθ (pour m ∈ N∗, et même pour tout
m ∈ Z). Ainsi, fm = idE si, et seulement si, mθ ∈ 2πZ, soit, compte tenu de ce que θ > 0,
pour θ ∈

{ 2kπ
m ; k ∈ N∗}.
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Chapitre 2

Géométrie affine Euclidienne
dans le plan

Exercice 20
Dans un parallélogramme ABCD, prouver la relation AC2 +BD2 = AB2 +BC2 +CD2 +DA2.

Réponse 20
On peut encore utiliser le produit scalaire :

AC2 + BD2 = ∥
−−→
AB + −−→

BC∥2 + ∥
−−→
BC + −−→

CD∥2.

En développant, on obtient :

AC2 + BD2 = AB2 + BC2 + 2 −−→
AB ·

−−→
BC + BC2 + CD2 + 2 −−→

BC ·
−−→
CD.

Comme ABCD est un parallélogramme, −−→
CD = −

−−→
AB, donc :

2 −−→
AB ·

−−→
BC + 2 −−→

BC ·
−−→
CD = 0,

et BC2 = DA2, d’où la formule demandée.

Exercice 21
Déterminer toutes les équations possibles (cartésienne, paramétrique, normale) de chacune des
droites suivantes :

1. Droite d’équation cartésienne 2x − y + 3 = 0.

2. Droite passant par les points A(1; 2) et B(5; 10).

3. Droite orthogonale à la précédente et passant par C(−1, 3).

4. Droite passant par D(1, 1) et ayant pour vecteur normal n⃗(1, −2).
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Réponse 21

1. On a déjà une équation cartésienne, on peut obtenir l’équation normale en divisant par√
22 + (−1)2 =

√
5, ce qui donne

−2√
5

x + 1√
5

y = 3√
5

(on a également changé le signe pour trouver la forme standard avec un coefficient positif
à droite). Comme on ne connait pas vraiment d’angle dont le cosinus vaut −2√

5 et le sinus
1√
5 , on peut juste constater que l’angle en question va se trouver entre π

2 et π, on peut

donc prendre θ0 = arccos
(

−2√
5

)
. Par ailleurs, le point A(0, 3) appartient à la droite, qui

est donc décrite par le système d’équations paramétriquesx = t

y = 3 + 2t

2. Un point M(x, y) appartient à (d) si et seulement si det(−−→AM,
−−→
AB) = 0, soit 8(x − 1) −

4(y − 2) = 0, ou encore 2x − y = 0 (en effet, on peut deviner en regardant les coordonnées
de A et B que y = 2x est une équation de la droite). On peut en déduire directement un
système d’équations paramétriques : x = t

y = 2t

L’équation normale s’obtient comme ci-dessus,

2√
5

x − 1√
5

y = 0.

3. La droite précédente avait pour vecteur directeur −−→
AB(4, 8), un point M(x, y) appartient

à notre nouvelle droite si −−→
CM ·

−−→
AB = 0, soit

4(x + 1) + 8(y − 3) = 0, ce qui donne 4x + 8y − 20 = 0.

On peut diviser tout cela par 4 pour obtenir x+2y−5 = 0. On commence à avoir l’habitude
des divisions par

√
5, cela donne

1√
5

x + 2√
5

y =
√

5.

Pour le paramétrage, on peut prendre comme vecteur directeur (8, −4), ce qui donnex = −1 + 8t

y = 3 − 4t
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4. On obtient directement une équation cartésienne :

(x − 1) − 2(y − 1) = 0, soit x − 2y + 1 = 0.

L’équation normale correspondante est

−1√
5

+ 2√
5

= 1√
5

.

Une équation paramétrique possible estx = 1 + 2t

y = 1 + t

Exercice 22

Soit D la droite d’équation 3x − 2y + 5 = 0. Déterminer une équation des droites qui passent
par le point A(1, 2) et qui font un angle de π/6 avec D.

Réponse 22
S’agissant d’angles de droites, il y a deux droites qui font un angle de π/6 avec D, notons
les ∆1 et ∆2. Un vecteur directeur de D est u⃗ = (2, 3), soit en notation complexe 2 + 3i. Un
vecteur directeur de ∆1 est l’image par la rotation d’angle π/6 de ce vecteur. Il est donc d’affixe
eiπ/6(2 + 3i) = (2

√
3 − 3)/2 + i(3

√
3 + 2)/2. Une équation de la droite recherchée est donc de la

forme −(3
√

3+2)x+(2
√

3−3)y = k. Puisqu’elle passe par A(1, 2), on a k =
√

3−8. On procède
de même pour la deuxième droite, mais cette fois un vecteur directeur de ∆2 est l’image par la
rotation d’angle −π/6 de u⃗. Les calculs à mener sont similaires.

2.1 Triangles dans le plan

Exercice 23

Soit A(−1, 1), B(3, −1) et C(1, 4). Déterminer une équation cartésienne de chacune des
hauteurs du triangle. Vérifier qu’elles sont concourantes et déterminer l’orthocentre du triangle.

Réponse 23
Un point M(x, y) est sur la hauteur issue de A si et seulement si −−→

AM.
−−→
BC = 0. Ceci s’écrit

analytiquement ;

−−→
AM.

−−→
BC = 0 ⇐⇒ −2(x + 1) + 5(y − 1) = 0 ⇐⇒ −2x + 5y − 7 = 0.
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De même, la hauteur issue de B a pour équation

−−→
BM.

−→
AC = 0 ⇐⇒ 2(x − 3) + 3(y + 1) = 0 ⇐⇒ 2x + 3y − 3 = 0.

De même, la hauteur issue de C a pour équation

−−→
CM.

−−→
AB = 0 ⇐⇒ 4(x − 1) − 2(y − 4) = 0 ⇐⇒ 2x − y + 2 = 0.

On cherche le point d’intersection des deux premières hauteurs en écrivant le système des deux
équations. On trouve H(−3/8, 5/4). Comme H vérifie aussi l’équation de la troisième hauteur,
on vérifie bien qu’elles sont concourantes.

Exercice 24 Solution
On considère les point A (6, 3) , B (1, 2) , C (4, 2). Déterminer une équation de la hauteur du
triangle (ABC) issue de C, ainsi que les coordonnées de l’orthocentre de (ABC).

Réponse 24
Soit M(x, y) un point du plan de coordonnées M(x, y). Alors M appartient à la hauteur du
triangle (ABC) issue de C si et seulement si −−→

CM.
−−→
AB = 0, donc si et seulement si 5(x−4)+y = 0.

l’équation cartésienne de cette hauteur est donc 5x + y = 20. De la même manière, l’équation
cartésienne de la hauteur du triangle (ABC) issue de A est x = 6. L’orthocentre H est le point
d’intersection de ces deux hauteurs, donc H(6, −10).

Exercice 25 (La droite d’Euler)
Soit ABC un triangle.

1. Voir la solution Montrer l’existence d’un point M tel que :

−−→
MA.

−−→
MB = −−→

MB.
−−→
MC = −−→

MC.
−−→
MA.

2. Voir la solution En déduire que les hauteurs d’un triangle sont concourantes en un point
H.

3. Voir la solution Montrer que H est aligné avec le centre de gravité G et le centre du cercle
circonscrit O de ce triangle. (On pourra montrer que −−→

OH = −→
OA + −−→

OB + −−→
OC). La droite

passant par H, O et G s’appelle la droite d’Euler.

Réponse 25

1. Revenir à la question Soit M un point. Alors
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−−→
MA.

−−→
MB = −−→

MB.
−−→
MC = −−→

MC.
−−→
MA ⇐⇒


−−→
MA.

−−→
MB = −−→

MB.
−−→
MC

−−→
MA.

−−→
MB = −−→

MC.
−−→
MA

⇐⇒


−−→
MA.

−−→
MB −

−−→
MB.

−−→
MC = 0

−−→
MA.

−−→
MB −

−−→
MC.

−−→
MA = 0

⇐⇒


−−→
MB.(−−→MA −

−−→
MC) = 0

−−→
MA.(−−→

MB −
−−→
MC) = 0

⇐⇒


−−→
MB.

−→
CA = 0

−−→
MA.

−−→
CB = 0

⇐⇒


(MB) ⊥ (AC)

(MA) ⊥ (CB)

Donc, −−→
MA.

−−→
MB = −−→

MB.
−−→
MC = −−→

MC.
−−→
MA si, et seulement si, M appartient aux hauteurs

du triangle (ABC) issues des points B et A. Or, on sait que ces deux hauteurs se coupent
en un point unique H, d’où le résultat.

2. Revenir à la question D’après la première question, le point H, intersection des hauteurs
du triangle (ABC) issues des points B et A, vérifie −−→

MA.
−−→
MB = −−→

MA.
−−→
MC, donc −−→

MA.
−−→
CB =

−−→
MA.(−−→

MB −
−−→
MA.

−−→
MC) = 0, c’est à dire que aussi la hauteur du triangle (ABC) issue de

points A passe passe par H.
3. Revenir à la question Il suffit de montrer que les vecteurs OH et OG sont colinéaires.

Montrons d’abord qu’il suffit de montrer que −−→
OH = −→

OA+−−→
OB+−−→

OC. En effet, si c’est le cas
alors, puisque G est le centre de gravité du triangle ABC, on aura −−→

OH = −→
OA+−−→

OB+−−→
OC =

3−−→
OG, ce qui montre que les points O, H et G sont alignés. Maintenant, on propose ci-

dessous deux méthode pour montrer que −−→
OH = −→

OA + −−→
OB + −−→

OC. Désignons par A′, B′ et
C ′ sont les milieux des bipoints (B, C), (A, C) et (A, B).

— Première méthode.
Soit H ′ l’unique point du plan vérifiant

−−→
OH ′ = −→

OA + −−→
OB + −−→

OC. Comme A′ est est le
milieu du bipoint (B, C), alors

−−→
OH ′ = −→

OA+
(−−→

OB + −−→
OC
)

= −→
OA+2

−−→
OA′, ce qui donne

−−→
AH ′ = 2.

−−→
OA′ et par suite, (AH ′)//(OA′). Et comme O est est le centre du cercle

circonscrit du triangle ABC, alors (OA′) ⊥ (BC). On en déduit que (AH ′) ⊥ (BC).
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De la même manière on a (BH ′) ⊥ (AC) et (CH ′) ⊥ (AB) et finalement H = H ′.
— Deuxième méthode.

Commençons par remarquer que

−−→
OH = −→

OA + −−→
AH = −−→

OB + −−→
BH = −−→

OC + −−→
CH. (*)

D’autre part, les droites (HA) et (OA′) sont parallèles, car elles sont perpendiculaires
à une même droite (BC), donc, on peut écrire −−→

HA = α.
−−→
OA′ pour un certain α ∈ R.

De même, on peut écrire −−→
HB = β.

−−→
OB′ et −−→

HC = γ.
−−→
OC ′ avec β, γ ∈ R. On a alors,

−−→
AB = −−→

AH−
−−→
BH = −α.

−−→
OA′+β.

−−→
OB′. Or, puisque A′ et B′ sont les milieux des bipoints

(B, C) et (A, C) alors −−→
AB = −2.

−−−→
A′B′ = 2.

−−→
OA′ − 2.

−−→
OB′. D’où, 2.

−−→
OA′ − 2.

−−→
OB′ =

−α.
−−→
OA′ + β.

−−→
OB′, ou encore (2 + α).

−−→
OA′ = (2 + β).

−−→
OB′, ce qui donne α = β = −2.

De la même façon, γ = −2. Ainsi, d’après * on a −−→
OH = −→

OA+2.
−−→
OA′ = −−→

OB +2.
−−→
OB′ =

−−→
OC + 2.

−−→
OC ′. On en déduit que 3.

−−→
OH = −→

OA + −−→
OB + −−→

OC + 2.
(−−→

OA′ +
−−→
OB′ +

−−→
OC ′

)
.

Et comme A′, B′ et C ′ sont les milieux des bipoints (B, C), (A, C) et (A, B) alors
−−→
OA′ = 1

2 .
(−−→

OB + −−→
OC
)

,
−−→
OB′ = 1

2 .
(−→

OA + −−→
OC
)

et
−−→
OC ′ = 1

2 .
(−−→

OB + −−→
OB

)
. Donc,

3.
−−→
OH = 3.

(−→
OA + −−→

OB + −−→
OC
)

, c’est à dire −−→
OH =

(−→
OA + −−→

OB + −−→
OC
)

.

Exercice 26 La droite de Simson
Soit ABC un triangle, et M un point du cercle circonscrit à ABC. Montrer que les projetés
orthogonaux de M sur les côtés du triangle sont alignés. La droite qui contient ces projetés
s’appelle droite de Simson du triangle.

Réponse 26

Soit M un point quelconque du plan, et notons P , Q et R les projetés orthogonaux de M sur les
droites (AB), (BC) et (CA). Puisque les triangles APM et ARM sont rectangles respectivement
en P et en R, les pointsA, M , P et R sont sur le cercle de diamètre [AM ]. D’autre part, puisque
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deux angles inscrits qui intersectent le même arc sont égaux, on a : ( ̂−→
RP,

−−→
RM) = ( ̂−→

AP,
−−→
AM) [π],

et de la même manière on a ( ̂−−→
RM,

−−→
RQ) = ( ̂−−→

CM,
−−→
CQ) [π]. Par ailleurs,

P, Q, R sont alignés ⇐⇒ (−̂→
RP,

−−→
RQ) = 0 [π]

⇐⇒ ( ̂−→
RP,

−−→
RM) + ( ̂−−→

RM,
−−→
RQ) = 0 [π]

⇐⇒ ( ̂−→
AP,

−−→
AM) + ( ̂−−→

CM,
−−→
CQ) = 0 [π]

⇐⇒ ( ̂−−→
AB,

−−→
AM) + ( ̂−−→

CM,
−−→
CB) = 0 [π]

⇐⇒ ( ̂−−→
AB,

−−→
AM) = ( ̂−−→

CB,
−−→
CM) [π],

ce qui est équivalent à dire que M appartient au cercle circonscrit à ABC.
N.B. On peut remarquer que la droite de Simson est la médiatrice de [OM ] où O est l’or-
thocentre du triangle. Par ailleurs, le milieu de [OM ] appartient au cercle des neuf points du
triangle ABC.

Exercice 27
Soit ABC un triangle aux angles aigus. Soit F le pied de la hauteur issue du sommet C dans le
triangle ABC et soit M le milieu du segment [AC]. Montrer que AM = AF si et seulement si
B̂AC = 60◦.

Réponse 27

Tout d’abord, puisque ÂFC = 90◦, le segment [AC] est un diamètre du cercle circonscrit
au triangle AFC. Comme le point M est le milieu du segment [AC], c’est aussi le centre de ce
cercle. On a donc MF = MA, autrement dit, le triangle AMF est isocèle en M .

Donc, AM = AF si et seulement si le triangle AMF est équilatéral.
Supposons désormais que AM = AF et que le triangle AMF est équilatéral. Cela implique

directement que B̂AC = M̂AF = 60◦.
Dans l’autre sens, si B̂AC = 60◦. Comme le triangle AMF est isocèle au point M , on a aussi

ÂFM = 60◦. Puisque la somme des angles du triangle AMF vaut 180◦, on obtient finalement
que ÂMF = 60◦.
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Cela signifie que le triangle AMF est équilatéral et que AM = AF .
On a donc démontré l’équivalence.

Exercice 28
Soit ABC un triangle, on note a = BC, b = AC et c = AB, ainsi que p le demi-périmètre du
triangle : p = a+b+c

2 .

1. Démontrer la relation d’Al-Kashi a2 = b2 + c2 − 2bc cos(B̂AC).

2. En déduire la valeur de sin(B̂AC) en fonction de a.

3. Prouver la relation des sinus : a

sin(B̂AC)
= b

sin(ÂBC)
= c

sin(ÂCB)
.

4. Démontrer la formule de Héron : A =
√

p(p − a)(p − b)(p − c), où A désigne l’aire du
triangle ABC.

Réponse 28
C’est une simple application des propriétés du produit scalaire :

a2 = ∥
−−→
BC∥2 = ∥

−−→
BA + −→

AC∥2 = ∥
−−→
BA∥2 + ∥

−→
AC∥2 + 2 −−→

BA ·
−→
AC.

Ainsi :
a2 = c2 + b2 − 2 AB · AC · cos(B̂AC) = b2 + c2 − 2bc cos(B̂AC).

1. En fait, on ne peut pas exprimer le sinus uniquement en fonction de a. Le mieux qu’on
puisse faire est d’écrire :

sin(B̂AC) =
√

1 − cos2(B̂AC) =
√

(1 − cos(B̂AC))(1 + cos(B̂AC)).

Avec cos(B̂AC) = a2−b2−c2

2bc , on obtient :

sin(B̂AC) = 1
2bc

√
(2bc − a2 + b2 + c2)(2bc + a2 − b2 − c2) = 1

2bc

√
((b + c)2 − a2)(a2 − (b − c)2).

2. On peut remarquer, de par la définition de l’aire d’un triangle, que :

A△ABC = 1
2bc sin(B̂AC).

Ainsi :
a

sin(B̂AC)
= abc

2A△ABC
.

De même :
b

sin(ĈBA)
= c

sin(B̂CA)
= abc

2A△ABC
,

d’où l’égalité demandée.

3. Reprenons les formules précédentes :

A△ABC = 1
2bc sin(B̂AC) = 1

4
√

((b + c)2 − a2)(a2 − (b − c)2).
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En développant :

A△ABC = 1
4
√

(b + c + a)(b + c − a)(a + b − c)(a − b + c).

En posant a + b + c = 2p, cela devient :

A△ABC =
√

p(p − a)(p − b)(p − c).

Exercice 29

Montrer que, dans tout triangle, les symétriques de l’orthocentre par rapport aux côtés
appartiennent au cercle circonscrit au triangle.

Réponse 29

On note ABC le triangle, H l’orthocentre, et K le symétrique de H par rapport à (BC). Il
suffit de démontrer que A, B, C et K sont cocycliques, par exemple en vérifiant que

(−−→AB,
−→
AC) = (−−→KB,

−−→
KC) mod π.

D’une part, notons B′ le pied de la hauteur issue de B et C ′ le pied de la hauteur issue de C.
Les points B′ et C ′ sont sur le cercle de diamètre [AH]. On a donc, par le théorème de l’arc
capable (théorème de l’angle inscrit) :

(
−−→
AC ′,

−−→
AB′) = (

−−→
HC ′,

−−→
HB′) mod π.

Ceci donne encore :

(−−→AB,
−→
AC) = (

−−→
AC ′,

−−→
AB′) = (

−−→
HC ′,

−−→
HB′) = (−−→HC,

−−→
HB) mod π.

D’autre part, par symétrie, on a

(−−→HC,
−−→
HB) = (−−→KB,

−−→
KC) mod π.

Ceci donne le résultat voulu.

Exercice 30

Soit ABC un triangle équilatéral et M un point situé à « l’intérieur » de ce triangle. Montrer
que la somme des distances de M aux trois côtés du triangle est indépendante de M .

Réponse 30
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On découpe l’aire du triangle ABC en 3 :

aire(ABC) = aire(ABM) + aire(BMC) + aire(CMA).

Or, on a
aire(ABM) = AB × dist(M, (AB)).

De même on a

aire(BMC) = BC × dist(M, (AB)) et aire(CMA) = AC × dist(M, (AC)).

Puisque AB = BC = CA, on trouve finalement que

aire(ABC) = AB × (dist(M, (AB)) + dist(M, (BC)) + dist(M, (AC))
)

ce qui donne le résultat voulu.<br> On peut aussi donner une solution plus analytique en
partant de la formule :

d
(
M, (AB)

)
= | det(−−→AB,

−−→
AM)|

∥
−−→
AB∥

.

On note c la longueur des côtés du triangle. De plus, puisque le point M est situé à l’intérieur
du triangle, l’angle (−−→AB,

−−→
AM) est compris entre 0 et π/3. En particulier, le déterminant de ces

deux vecteurs est positif (on peut revenir à la formule avec le sinus). On en déduit que :

d
(
M, (AB)

)
= det(−−→AB,

−−→
AM)

c
.

De même, on a

d
(
M, (BC)

)
= det(−−→BC,

−−→
BM)

c
.

d
(
M, (CA)

)
= det(−→

CA,
−−→
CM)

c
.

La somme des distances fait donc :

S = 1
c

(
det(−−→AB,

−−→
AM) + det(−−→BC,

−−→
BM) + det(−→

CA,
−−→
CM)

)
.
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On écrit −−→
BM = −−→

BA + −−→
AM et −−→

CM = −→
CA + −−→

AM , et par bilinéarité du déterminant, on trouve

S = 1
c

(
det(−−→AB,

−−→
AM) + det(−−→BC,

−−→
AM) + det(−→

CA,
−−→
AM) +

det(−−→BC,
−−→
BA) + det(−→

CA,
−→
CA)

)
= 1

c

(
det(−−→AB + −−→

BC + −→
CA,

−−→
AM) + det(−−→BC,

−−→
BA)

)
= det(−−→BC,

−−→
BA)

c

= c2 sin(π/3)
c

= c
√

3
2 .

Exercice 31
Soit ABC un triangle vérifiant AB = 1. On se place dans un repère orthonormal dont l’origine
est le point A et le premier vecteur −−→

AB. On note (x, y) les coordonnées du point C dans ce
repère.

1. Calculer les coordonnées de l’isobarycentre G du triangle ABC.

2. Calculer les coordonnées de l’orthocentre H du triangle ABC.

3. Calculer les coordonnées du centre du cercle circonscrit O du triangle ABC.

4. Vérifier que −−→
GH = 2−−→

OG.

5. Montrer que les symétriques de H par rapport aux côtés du triangle appartiennent à son
cercle circonscrit.

6. Montrer que les symétriques de H par rapport aux milieux du triangle appartiennent
également à son cercle circonscrit.

Réponse 31

page 25



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s

C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

1. Commençons avant tout par donner les coordonnées des trois sommets du triangle : A(0, 0),
B(1, 0) et C(x, y). Ainsi, G a pour abscisse

xA + xB + xC

3 = 1 + x

3

et pour ordonnée
y

3 .

2. La hauteur issue de C dans le triangle est simplement constituée des points d’abscisse x.
Le point H a donc pour coordonnées (x, yH), avec par exemple −−→

AH ·
−−→
BC = 0, soit

x(x − 1) + yHy = 0,

donc
yH = x(1 − x)

y
.

3. La médiatrice du segment [AB] est simplement constituée des points d’abscisse 1
2 . Notons

donc yO l’ordonnée du centre du cercle circonscrit. On peut par exemple écrire −→
OI ·

−→
AC = 0,

où I
( 1

2 , y
2
)

est le milieu du segment [AC]. Cela donne la condition(
1
2 − x

)
· x +

(y

2 − yO

)
· y = 0,

soit
x

2 − x2 + y2

2 − yyO = 0,

donc
yO = x(x − 1)

2y
+ y

2 .
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On en conclut que

O

(
1
2 ,

x(x − 1)
2y

+ y

2

)
.

4. Le vecteur −−→
GH a pour abscisse

x − 1 + x

3 = 2x − 1
3 ,

et pour ordonnée
x(1 − x)

y
− y

3 = 3x − 3x2 − y2

3y
.

Le vecteur 2−−→
OG a pour abscisse

2
(

1 + x

3 − 1
2

)
= 2 + 2x

3 − 1 = 2x + 1
3 ,

et pour ordonnée

2
(

y

3 − x(x − 1)
2y

− y

2

)
= 3x − 3x2 − y2

3y
.

Les deux vecteurs ont les mêmes coordonnées, ils sont donc égaux.

5. Le symétrique de H par rapport au côté [AB] a pour coordonnées(
x,

x(1 − x)
y

)
puisque la droite (AB) est ici confondue avec l’axe des abscisses du repère. Le cercle
circonscrit a pour rayon R = OA =

√
O2

x + O2
y, soit

R =

√(
1
2

)2
+
(

x(x − 1)
2y

+ y

2

)2
.

Calculons donc le carré de la distance du premier symétrique au centre O du cercle cir-
conscrit : (

1
2 − x

)2
+
(

x(x − 1)
2y

+ y

2 − x(x − 1)
y

)2
= R2.

En simplifiant : (
1
2 − x

)2
+
(

y2 − x(x − 1) · 2y

2y

)2

= R2,

ce qui confirme que le point appartient bien au cercle.

Le symétrique de H par rapport au côté [AC] nécessite des calculs supplémentaires. La
droite (AC) a pour équation yM = y

x xM (en notant (xM , yM ) les coordonnées d’un point
du plan, x et y étant déjà pris pour C). La hauteur issue de B dans ABC a pour équation
−−→
BM ·

−→
AC = 0, soit

(xM − 1)x + yM y = 0.
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Le point d’intersection D de la hauteur et de la droite vérifie donc

(xD − 1)x + y2 xD

x
= 0,

soit
xD = x2

x2 + y2 ,

et donc
yD = xy

x2 + y2 .

En notant H ′ le symétrique de H par rapport à (AC), on doit avoir
−−→
DH ′ = −−→

HD, soit

xH′ = 2xD − xH = 2x2

x2 + y2 − x,

et pour l’ordonnée
yH′ = 2yD − yH = 2xy

x2 + y2 − x(1 − x)
y

.

Il ne reste plus qu’à calculer OH ′2 :(
2x2

x2 + y2 − x

)2

+
(

2xy

x2 + y2 − x(1 − x)
y

)2
= R2,

ce qui confirme que H ′ appartient bien au cercle circonscrit. On peut montrer que cela
fonctionne également pour le troisième symétrique.

6. Comme dans la question précédente, on peut se contenter de faire le symétrique de H par
rapport au milieu de [AB]. Ledit milieu a pour coordonnées(

1
2 , 0
)

,

donc le symétrique de H aura pour coordonnées(
1 − x,

x(1 − x)
y

)

(si cela ne vous semble pas évident, vous les retrouverez en écrivant
−−→
IH ′ = −→

HI), donc le
carré de sa distance à O vaut(

1
2 − x

)2
+
(

x(1 − x)
y

)2
= R2.

En développant :(
1
2 − x

)2
+
(

x(1 − x)
y

)2
= 1

4 − x + x2 + x2(1 − x)2

y2 = R2,

ce qui confirme que le symétrique appartient également au cercle circonscrit.
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Exercice 32
Dans un repère orthonormal direct, on considère les points A(−1, −1), B(2, 3) et C(3, −3).

1. Calculer l’aire du triangle ABC.

2. En déduire la distance de A à la droite (BC).

3. Déterminer une équation de la droite (AB).

4. En déduire la longueur de la hauteur issue de C, et retrouver ainsi l’aire du triangle ABC.

Réponse 32

1. Un simple calcul de déterminant suffit :

AABC = 1
2

∣∣∣det(A −
−→
B , A −

−→
C )
∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣∣3 4
4 −2

∣∣∣∣∣ = 1
2 |−6 − (−16)| = 11.

2. On sait par ailleurs que AABC = 1
2 × AH × BC, où H est le projeté orthogonal de A

sur (BC). Autrement dit, d(A, (BC)) = AH. Comme BC =
√

12 + (−6)2 =
√

37, on en
déduit que

d(A, (BC)) = 22√
37

.

3. Un point M(x, y) appartient à (AB) si et seulement si

det(A −
−→
M, A −

−→
B ) = 0,

soit ∣∣∣∣∣x + 1 3
y + 1 4

∣∣∣∣∣ = 0,

ce qui se traduit par

4(x + 1) − 3(y + 1) = 0, donc en développant 4x − 3y + 1 = 0.
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4. La longueur de la hauteur correspond à d(C, (AB)) =
∣∣∣ 4×3−3×(−3)+1

AB

∣∣∣, ce qui donne

d(C, (AB)) = 22√
9 + 16

= 22
5 .

On retrouve pour l’aire du triangle AABC

AABC = 1
2 × 22

5 × AB = 11.

2.2 Cercles du plan

Exercice 33
A tout réel t, on associe le point M(t) de coordonnées x(t) = cos t +

√
3 sin t + 1, y(t) =

cos t −
√

3 sin t + 1 et z(t) = −2 cos t + 1.

1. Calculer x(t) + y(t) + z(t).

2. Calculer x2(t) + y2(t) + z2(t).

3. En déduire que M(t) est toujours élément d’un cercle dont on précisera le centre et le
rayon.

Réponse 33

1. Un calcul direct prouve que x(t)+y(t)+z(t) = 3. Ainsi, le point M(t) est toujours élément
du plan P d’équation x + y + z = 3.

2. Un calcul direct prouve que x2(t) + y2(t) + z2(t) = 9. Ainsi, le point M(t) est toujours
élément de la sphère S d’équation x2 + y2 + z2 = 9.

3. M(t) est toujours sur le cercle C intersection de P et de S. Le centre de ce cercle est le
projeté orthogonal de O, centre de la sphère, sur le plan P. On cherche donc A(x, y, z) ∈ P
tel que le vecteur −→

OA est colinéaire à u⃗(1, 1, 1) (vecteur normal du plan). On trouve
A(1, 1, 1). Pour trouver le rayon du cercle, on peut calculer la distance AM(0) par exemple.
Puisque M(0) a pour coordonnées (2, 2, −1), on trouve AM(0) =

√
6. On peut aussi utiliser

le théorème de Pythagore dans le triangle OAM(0), qui est rectangle en A. On trouve à
nouveau

AM(0)2 = OM(0)2 − OA2 = 9 − 3 soit AM(0) =
√

6.

Exercice 34
On se place dans un repère orthonormal (O, i⃗, j⃗) et on considère le point Ω(1; −1) ainsi que les
vecteurs u⃗ de coordonnées (1; 2) et v⃗ de coordonnées (−2; 3).

1. Montrer que (Ω, u⃗, v⃗) est un repère. Est-il orthonormal ?
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2. Soient A(5, 6) et z⃗ le vecteur de coordonnées (−3; −3) dans (O, i⃗, j⃗). Calculer leurs coor-
données dans (Ω, u⃗, v⃗).

3. Déterminer une équation dans (Ω, u⃗, v⃗) du cercle de centre O et de rayon 1.

Réponse 34

1. Il suffit de vérifier que les vecteurs u⃗ et v⃗ ne sont pas colinéaires :

det(u⃗, v⃗) = 3 + 4 = 7,

donc (O, u⃗, v⃗) est un repère du plan. De plus, u⃗ · v⃗ = −2 + 6 = 4, donc u⃗ et v⃗ ne sont
pas orthogonaux. Le repère n’est pas orthonormal (les deux vecteurs ne sont d’ailleurs pas
non plus normés).

2. Essayons d’exprimer les coordonnées du point A dans l’ancien repère de deux façons dif-
férentes. D’une part, par définition des coordonnées d’un point, on a :

−→
OA = 5⃗i + 6⃗j.

D’autre part, on peut passer par l’intermédiaire du point O et utiliser la définition des
coordonnées dans le nouveau repère. En notant (x, y) les coordonnées de A dans (O, u⃗, v⃗),
on peut écrire :

−→
OA = −−→

OO + −→
OA = i⃗ − j⃗ + xu⃗ + yv⃗,

où :
u⃗ = i⃗ + 2⃗j, v⃗ = −2⃗i + 3⃗j.
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Ainsi :
−→
OA = i⃗ − j⃗ + x(⃗i + 2⃗j) + y(−2⃗i + 3⃗j),

= (1 + x − 2y)⃗i + (−1 + 2x + 3y)⃗j.

Les coordonnées d’un point dans un repère étant uniques, on peut identifier les deux
formules pour obtenir le système :5 = 1 + x − 2y,

6 = −1 + 2x + 3y.

En résolvant ce système, en effectuant l’opération 2L1 − L2, on obtient :

4 = 3 − 7y, soit y = −1
7 .

Puis :
x = 4 + 2y = 26

7 .

Les nouvelles coordonnées du point A sont donc :(
26
7 , −1

7

)
.

Pour le vecteur z⃗(−3, −3), les calculs sont les mêmes. On résout un système similaire :−3 = 1 + x − 2y,

−3 = −1 + 2x + 3y.

En suivant les mêmes étapes, on trouve :

y = 6
7 , x = −16

7 .

Les coordonnées du vecteur z⃗ sont donc :(
−16

7 ,
6
7

)
.

3. Si on reprend plus généralement les calculs de la question précédente, en notant (a, b) les
coordonnées d’un point M dans le repère (O, i⃗, j⃗) et (x, y) ses coordonnées dans (O, u⃗, v⃗),
on obtient les relations : a = 1 + x − 2y,

b = −1 + 2x + 3y.

L’équation de notre cercle dans l’ancien repère est a2 + b2 − 1 = 0, qui se transforme donc
en :

(1 + x − 2y)2 + (−1 + 2x + 3y)2 − 1 = 0.
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En développant :

1 + x2 + 4y2 + 2x − 4y − 4xy + 1 + 4x2 + 9y2 − 4x − 6y + 12xy − 1 = 0.

En regroupant, on trouve l’équation :

5x2 + 13y2 + 8xy − 2x − 10y + 1 = 0.

on ne reconnait plus vraiment une équation cartésienne de cercle, ce qui est normal quand
on n’est plus dans un repère orthonormal (en fait, il s’agit d’une équation d’ellipse dans
un repère orthonormal).

Exercice 35

Le plan affine euclidien est rapporté à un repère orthonormé. Soit M0(x0, y0) un point du
plan et ∆ la droite d’équation x

a + y
b − 1 = 0.

Donner le lieu des points M0 tels que les trois symétriques de M0 par rapport aux deux axes
de coordonnées et à ∆ soient alignés.

Réponse 35

- Cherchons une équation de la perpendiculaire à ∆ passant par M0. Un vecteur directeur
de ∆ est u⃗ = (−a, b) (on a multiplié l’équation par ab). Si on note (D) cette perpendiculaire,
alors on a

M(x, y) ∈ D ⇐⇒
−−−→
MM0 · u⃗ = 0 ⇐⇒ −a(x − x0) + b(y − y0) = 0.

On cherche ensuite les coordonnées du projeté orthogonal de M0 sur ∆. C’est le point d’inter-
section de (D) et de ∆. On résoud le système et on trouve le point M1(x1, y1) de coordonnées

x1 = ab2 − aby0 + a2x0

a2 + b2 et y1 = a2b − abx0 + b2y0

a2 + b2 .

Le point M2(x2, y2) recherché vérifie −−−−→
M0M2 = 2−−−−→

M0M1. On obtient donc

x2 = 2ab2 − 2aby0 + (a2 − b2)x0

a2 + b2 et y1 = 2a2b − 2abx0 + (b2 − a2)y0

a2 + b2 .

- On note M3(x0, −y0) le symétrique de M0 par rapport à l’axe des ordonnées, et M4(−x0, y0)
le symétrique de M par rapport à l’axe des abscisses. La condition d’alignement se traduit par
la nullité du déterminant :

det(−−−−→
M3M4,

−−−−→
M3M2) = 0.

Après calcul, on trouve x2
0 + y2

0 − ax0 − by0 = 0. C’est l’équation d’un cercle (on peut prouver
qu’il passe par l’origine et par les points d’intersection de ∆ avec les axes de coordonnées).
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Exercice 36

Soit A(0, 0), B(2, 1) et C(2, 3).

1. Déterminer une équation du cercle de diamètre [AB].

2. Déterminer une équation du cercle circonscrit au triangle ABC.

Réponse 36

1. Le point M(x, y) est sur le cercle de diamètre [AB] si et seulement si −−→
AM ·

−−→
BM = 0. Or,

−−→
AM ·

−−→
BM = 0 ⇐⇒ (x − 0)(x − 2) + y(y − 1) = 0 ⇐⇒ x2 − 2x + y2 − y = 0.

Le cercle recherché a pour équation x2 + y2 − 2x − y = 0.

2. L’équation générale d’un cercle est x2 +y2 −2ax−2by+c = 0. Utilisons que les points A, B

et C doivent appartenir à ce cercle. On trouve successivement c = 0, −4a − 2b + 5 + c = 0,
−4a − 6b + 13 + c = 0, soit, après résolution du système, a = 1/4, b = 2 et c = 0. Une
équation du cercle est donc x2 + y2 − 1

2 x − 4y = 0.

Exercice 37

Soit C le cercle de centre I(a, b) et de rayon R. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur (u, v, w) ∈ R3 pour que la droite d’équation ux + vy + w = 0 soit tangente à C.

Réponse 37
Notons (D) cette droite. Elle est tangente au cercle si et seulement si la distance de I à (D)
vaut R. Utilisant les formules du cours, c’est vrai si et seulement si

|au + bv + w| = R
√

u2 + v2.

Exercice 38

Déterminer l’ensemble des centres des cercles qui passent par le point A(1, 0) et qui possèdent
deux tangentes perpendiculaires qui se coupent en O.

Réponse 38
Deux droites d’équation y = mx et y = m′x sont perpendiculaires si et seulement si mm′ = −1.

Soit I(a, b) un tel cercle et soit R son rayon. Son équation est donc (x − a)2 + (y − b)2 = R2.
Comme il passe par A, on doit avoir (1 − a)2 + b2 = R2. Considérons une droite (D) passant
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par l’origine, et distincte des axes de coordonnées. Une telle droite a pour équation y = mx. Si
elle est tangente au cercle, alors on a

dist2(I, (D)
)

= R2 ⇐⇒ (ma − b)2

1 + m2 = R2 = (1 − a2) + b2.

Ceci s’écrit encore
(2a − b2 − 1)m2 − 2abm − (1 − a)2 = 0.

On veut que deux droites perpendiculaires soient tangentes au cercle. L’équation précédente
doit avoir deux solutions distinctes et le produit des racines doit être égal à −1. En effet, deux
droites y = mx et y = m′x sont perpendiculaires si et seulement si mm′ = −1. On doit donc
avoir 2a − b2 − 1 ̸= 0, et

−(1 − a)2

2a − b2 − 1 = −1

(remarquons que si le produit des deux racines vaut −1, les deux racines seront nécessairement
réelles, puisque sinon on obtiendrait deux racines complexes conjuguées dont le produit serait
un réel strictement positif, le carré de leur module). Cette dernière équation se réécrit

a2 + b2 − 4a = −2 ⇐⇒ (a − 2)2 + b2 = 2 =
√

2
2
.

Le point I(a, b) décrit donc le cercle de centre (2, 0) et de rayon
√

2, privé des points (1, −1) et
(1, 1) pour lesquels 2a − b2 − 1 = 0. Mais ces points conviennent aussi, car les tangentes sont
alors les axes de coordonnées, qui sont bien entendus perpendiculaires.

Exercice 39
Dans un repère orthonormal direct, on définit la droite D par l’équation x + y + 1 = 0 et, pour
tout réel λ, le cercle Cλ d’équation

x2 + y2 − 2λx + 2y + 2 = 0.

1. Décrire le cercle Cλ en fonction du paramètre λ.

2. Étudier l’intersection de D et de Cλ.

Réponse 39
Factorisons l’équation du cercle :

(x − λ)2 + (y + 1)2 = λ2 − 1.

Le cercle est donc vide lorsque λ ∈] − 1; 1[, réduit au point (1, −1) ou (−1, −1) lorsque λ = 1
ou λ = −1 respectivement, et c’est un cercle de centre A(λ, −1) et de rayon

√
λ2 − 1 sinon.

Pour savoir le nombre de points d’intersection avec la droite, on peut calculer la distance
d(Ω, D) = |λ − 1 + 1|√

2
= |λ|√

2
. Le carré de cette distance, λ2

2 , est plus petit que le carré du rayon

du cercle si 1 ≤ λ2
2 , soit |λ| >

√
2.
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Cherchons dans ce cas les coordonnées du ou des points d’intersection, notons M(x, y) un
tel point, on aura y = −1 − x, donc en reportant dans l’équation du cercle

(x − λ)2 + (−x)2 = λ2 − 1,

soit
2x2 − 2λx + 1 = 0.

Cette équation du second degré a pour discriminant

∆ = 4λ2 − 8 = 4(λ2 − 2).

La condition de positivité est celle obtenue plus haut, et on a dans ce cas deux solutions

x1 = 2λ + 2
√

λ2 − 2
4 = λ +

√
λ2 − 2
2 ,

et
x2 = λ −

√
λ2 − 2
2 .

Les ordonnées correspondantes sont

y1 = −1 − x1 et y2 = −1 − x2.

Le cercle et la droite sont tangents dans deux cas : si λ =
√

2, alors x1 = x2 =
√

2
2 et

y1 = −1 −
√

2
2 ; si λ = −

√
2, alors x = −

√
2

2 et y =
√

2
2 − 1.

Exercice 40
Dans un repère orthonormal, on considère pour un réel λ > 0 les deux cercles de centre (λ, 0)
tangent à l’axe (Oy) et de centre (λ, λ) tangent à l’axe (Ox).

1. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de ces cercles.

2. Déterminer leur lieu lorsque λ décrit R∗
+.

Réponse 40
Le premier cercle a pour rayon λ, et donc pour équation (x − λ)2 + y2 = λ2. Le deuxième
a également pour rayon λ (il sera aussi tangent à l’axe (Oy)), et a pour équation(x − λ)2 +
(y − λ)2 = λ2. Les deux centres sont distants de λ, les deux cercles vont toujours avoir deux
points d’intersection. La première équation de cercle se ramène à x2 + y2 = 2λx. On peut
développer la deuxième pour obtenir x2 + y2 − 2λx − 2λy + λ2 = 0. En reprenant la première
condition, on a donc −2λy+λ2 = 0, soit y = λ

2 . On doit alors avoir (équation du premier cercle)

(x−λ)2 = 3λ2

4 , soit x = λ±
√

3λ

2 . Les deux points d’intersection sont donc A

((
1 −

√
3

2 λ

)
; 1

2λ

)
et B

((
1 +

√
3

2 λ

)
; 1

2λ

)
. Le point A se trouve donc sur la droite d’équation x = (2 −

√
3)y,

et le point B sur la droite d’équation x = (2 +
√

3)y. Plus précisément, puisque λ > 0, les

page 36



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s
C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra

Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

points d’intersection parcourront les demi-droites ouvertes issues de O ayant ces équations. Les
demi-droites sont en noir dans la figure ci-dessous, on a tracé les deux cercles lorsque λ = 2 :

Exercice 41
Soit C le cercle d’équation cartésienne

x2 + y2 − 6x + 2y + 5 = 0,

et A(4; −4). On peut mener par le point A deux tangentes au cercle C.

1. Calculer la distance entre les points d’intersection de ces tangentes et de C.

Réponse 41
On peut toujours factoriser l’équation du cercle : (x−3)2 +(y+1)2 = 5, cercle de centre B(3, −1)
et de rayon p5. Le point M(x, y) est un point du cercle par lequel passe une tangente issue de A

s’il vérifie l’équation du cercle, et la condition −−→
AM.

−−→
BM = 0, soit (x−4)(x−3)+(y+4)(y+1) = 0.

En développant, on obtient x2 +y2 −7x+5y +16 = 0. Comme par ailleurs x2 +y2 = 6x−2y −5
(équation du cercle), on trouve x − 3y − 11 = 0, soitx = 3y + 11. Remplaçons dans l’équation de
cercle initiale : (3y + 8)2 + (y + 1)2 − 5 = 0, soit 10y2 + 50y + 60 = 0. On s’empresse évidemment
de diviser l’équation par 10 pour trouver y2 + 5y + 6 = 0. Le discriminant de l’équation vaut
∆ = 25 − 24 = 1, elle admet pour solutions y1 = −5 − 1

2 = −3− et y2 = −5 + 1
2 = −2,

auxquelles correspondent les abscisses x1 = 2 et x2 = 5. Les deux points d’intersection recherchés
sont donc B(2, −3) et C(5, −2), et la distance demandée vaut BC =

√
32 + 12 =

√
10. On pourra

montrer que ABDC est un carré, en notant C le centre du cercle initial.
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Exercice 42 Solution
On considère le cercle d’équation : C : x2 + y2 + 10x − 2y + 1 = 0, et la droite d’équation :
D : 2x + y − 7 = 0 .
Écrire les équations cartésiennes des tangentes au cercle C et parallèles à la droite D.

Réponse 42
Pour tout (x, y) ∈ R2 on a :

x2 + y2 + 10x − 2y + 1 = 0 ⇐⇒ (x + 5)2 + (y − 1)2 = 25

Donc C est le cercle de centre Ω de coordonnées (−5, 1) et de rayon R = 5. Soit maintenant une
droite ∆ parallèle à D. Cela revient à dire qu’elle admet une équation cartésienne de la forme :
∆ : 2x + y + m = 0 pour un certain m ∈ R. Dans ce cas, ∆ est tangentes au cercle C si et
seulement si la distance d(Ω, ∆) de Ω à ∆ est égale à R. Or,d(Ω, ∆) = |2.(−5) + 1.1 + m|√

22 + 12
=

| − 9 + m|√
5

. Ainsi :

d(Ω, ∆) = R ⇐⇒ | − 9 + m|√
5

= 5

⇐⇒ −9 + m = 5
√

5 ou − 9 + m = −5
√

5
⇐⇒ m = 5

√
5 + 9 ou m = 9 − 5

√
5

Comme conclusion, le cercle d’équation : C admet deux droites tangentes parallèles à la droite
D d’équations cartésiennes respectives 2x + y + 9 + 5

√
5 = 0 et 2x + y + 9 − 5

√
5 = 0.

Exercice 43

Montrer que les droites Dλ d’équation cartésienne

Dλ : (1 − λ2)x + 2λy = 4λ + 2,

où λ désigne un paramètre réel, sont toutes tangentes à un cercle fixe à préciser.
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Réponse 43
On commence par dessiner les droites correspondant à λ = 0, λ = 1 et λ = −1. Pour λ = 1
et λ = −1, on obtient les droites y = 1 et y = 3, donc les cercles tangents aux deux droites
sont ceux dont le centre est sur la droite y = 2 et de rayon 1. Le cas λ = 0 donne la droite
x = 2, ce qui fait que les deux seuls centres possibles sont les points A(1, 2) et B(3, 2). Calculons
maintenant la distance de A à la droite Dλ. Elle vaut

|(1 − λ2) × 1 + 2λ × 2 − 4λ − 2|√
(1 − λ2)2 + 4λ2

= |λ2 + 1|√
1 + 2λ2 + λ4

= 1.

Ainsi, toutes les droites Dλ sont tangentes au cercle de centre A et de rayon 1.

Exercice 44 puissance d’un point par rapport à un cercle
On utilise dans ce problème la notation AB pour désigner la mesure algébrique du segment
[AB]. Soit C un cercle du plan de centre O et de rayon R, et M un point du plan. On appelle
alors puissance de M par rapport à C le réel

pC(M) = OM2 − R2.

1. Supposons que M appartienne à une droite D coupant C en deux points A et B. On note A′

le point diamétralement opposé à A sur C. Montrer que MA ·MB = −−→
MA ·

−−→
MA′ = pC(M).

2. Supposons M extérieur au cercle C et notons S et T les points de contact de C avec
ses tangentes issues de M . Indiquer une méthode pour construire S et T à la règle et au
compas.

3. Montrer que MT 2 = MS2 = pC(M).

4. Montrer que quatre points A, B, C et D tels que (AB) et (CD) ne soient pas parallèles
sont cocycliques si et seulement si NA·NB = NC ·ND, où N est l’intersection des droites.

5. On considère désormais deux cercles non concentriques C et C ′ de centres respectifs O et
O′. On note ∆ l’ensemble des points M vérifiant pC(M) = pC′(M).

(a) Soit I le milieu de [OO′]. Montrer que M ∈ ∆ ⇐⇒
−−→
OO′ ·

−−→
IM = k, où k est une

constante à préciser.
(b) En déduire la nature de ∆ (appelée axe radical des deux cercles).
(c) Déterminer l’axe radical de deux cercles dans le cas où ils sont sécants en deux points

A et B.
(d) Déterminer l’axe radical de deux cercles quand ils sont tangents en un point A.
(e) Justifier que si trois cercles ont leurs centres non alignés, leurs axes radicaux sont

concourants en un point R, appelé centre radical.
(f) Décrire une construction géométrique de l’axe radical de deux cercles disjoints en

utilisant un troisième cercle sécant aux deux premiers.

Réponse 44
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1. On sait que le triangle AA′B est rectangle en B, puisque le point B appartient au cercle
de diamètre [AA′]. Autrement dit, le point B est le projeté orthogonal de A′ sur (AM),
donc −−→

MA.
−−→
MA′ = −−→

MA.
−−→
MB. Or, −

−−→
MA.

−−→
MA′ = (−−→

MO + −→
OA).−−→

MO +
−−→
OA′) = OM2 +

−−→
MO.

−−−−−−−−−−−→
OA′ + −→

OA.
−−→
MO + −→

OA.
−−→
OA′. Les points A et A′ étant diamétralement opposés sur un

cercle de centre O, on a
−−→
OA′ = −

−→
OA. Le développement précédent se simplifie donc (les

dex termes du milieu s’annulent) en OM2 − O2 = OM2 − R2.

2. Une tangente étant orthogonale au rayon joignant le centre du cercle au point de tangence,
les triangles OMS et OMT sont rectangles en S et T respectivement. Les points S et T

appartiennent donc au cercle de diamètre [OM ]. Comme ce dernier ne peut couper le
cercle C en plus de deux points, S et T sont donc définis parfaitement comme les points
d’intersection de C et du cercle de diamètre [OM ], ce qui se construit très bien à la règle
et au compas (il suffit de trouver le milieu de [OM ]).

3. C’est une application immédiate du théorème de Pythagore dans le triangle rectangle
OMS (ou OMT ) : OM2 = OT 2 + MT 2, soitMT 2 = OM2 − OT 2 = OM2 − R2 = pC(M).

4. Si les points sont cocycliques, la puissance du point N par rapport au cercle les contenant
tous les quatre est à la fois égale à NA.NB et à NC.ND d’après la première question,
d’où l’égalité demandée. Réciproquement, si on suppose que NA.NB = NC.ND, notons
C le cercle circonscrit au triangle ABC, on peut alors écrire pC(N) = NA.NB (toujours
en utilisant la première question), donc notre hypothèse implique pC(N) = NC.ND. Or,
on sait que pC(N) = NC.NE, où E est le deuxième point d’intersection de la droite (CN)
avec le cercle C (encore et toujours la première question). On en déduit que ND = NE,
avec D et E situés sur la même droite. Celà n’est possible que si D et E sont confondus,
ce qui prouve que D appartient au cercle circonscrit à ABC et donc que les quatre points
sont cocycliques.

5. (a) Partons du deuxième membre de l’équivalence, on utilise le fait que −−→
IM = 1

2(−−→
OM +

−−−→
O′M) pour obtenir la condition (−−→

OM +
−−−→
MO′).(−−→

OM +
−−−→
O′M) = 2k, soit en développant
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OM2 − O′M2 = 2k (les deux autres termes se simplifient). On trouve donc OM2 =
O′M2+2k, ce qui est équivalent à pC(M) = p′

C(M) à condition d’avoir 2k = R2−R′2,
soit k = 1

2(R2 − R′2).
(b) En utilisant les résultats du cours sur les lignes de niveau du produit scalaire, l’axe

radical sera une droite perpendiculaire à
−−→
OO′.

(c) Si les cercles sont sécants en deux points, on aura nécessairement ∆ = (AB(. En
effet, A et B sont tous deux sur l’axe radical (un point appartenant à un cercle a une
puissance nulle par rapport à celui-ci), et l’axe est une droite, c’est nécessairement
(AB).

(d) Cette fois-ci, le point de tangence appartient à la droite, et ∆ est perpendiculaire à
(OO′), donc ∆ est la tangente commune aux deux cercles.

(e) Notons ∆ et ∆′ les axes radicaux de C et C ′ (pour ∆) ; et de C ′ et C ′′ (pour ∆′). Ces
deux droites ne sont pas parallèles puisqu’elles sont respectivement perpendiculaires à
(OO′) et à (O′O′′) et que les trois centres sont supposés non alignés. Elles se coupent
donc en un point R. Ce point appartenant à ∆, il vérifie pC(R) = p′

C(R). De même,
comme il est sur ∆′, il vérifie aussi p′

C(R) = p′′
C(R). On en conclut aisément que

pC(R) = p′′
C(R), et donc que R appartient au troisième axe radical.

(f) Il suffit de prendre un troisième cercle plus ou moins aléatoire, sécant aux deux
premiers. On construit les axes radicaux de ce cercle avec chacun de deux cercles
dont on est parti (facile pour des cercles sécants, il suffit de tracer la droite reliant les
points d’intersection, cf la question c), ils se coupent en un point R. Comme ce point
appartient à l’axe radical de nos deux cercles (question e), ce dernier est la droite
perpendiculaire à (OO′) passant par R.

Exercice 45

A. Un exemple. Dans le plan muni d’un repère orthonormal (O, i⃗, j⃗), on considère les quatre
points A(−1, −1), B(3, −1), C(3, 3) et D(−1, 3). On notera également G le milieu du
segment [AD].

1. Montrer que ABCD est un carré, et déterminer les coordonnées de G.
2. On note E l’ensemble des points du plan vérifiant∥∥∥2M⃗A − M⃗B + M⃗C

∥∥∥ =
∥∥∥A⃗B

∥∥∥ .

Montrer que E admet pour équation

x2 + y2 + 2x − 2y − 2 = 0,

et reconnaître l’ensemble E.
3. Déterminer une équation cartésienne du cercle C circonscrit au triangle ABC. On

donnera les coordonnées de son centre Ω.
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4. Déterminer l’intersection de C et de E.

5. On note H(−3 − 2
√

2, 1). Déterminer l’équation des tangentes à C issues du point
H, et vérifier que ces tangentes sont également tangentes à E.

B. Cercles orthogonaux. Deux cercles du plan de rayons respectifs R1 et R2 et de centres
respectifs O1 et O2 sont dits orthogonaux si

O1O2
2 = R2

1 + R2
2.

1. Montrer que deux cercles orthogonaux se coupent nécessairement en deux points P

et Q.

2. Montrer que deux cercles sécants en P sont orthogonaux si et seulement si les tan-
gentes aux deux cercles passant par P sont orthogonales (on fera une figure pour
illustrer).

3. Les cercles C et E de la première partie sont-ils orthogonaux ?
4. Déterminer tous les cercles du plan qui sont simultanément orthogonaux à C et à E

(on les tracera bien entendu sur la figure de la première partie).

5. Si deux cercles ont pour équations respectives

x2 + y2 − 2ax − 2by − c = 0 et x2 + y2 − 2dx − 2ey − f = 0,

Réponse 45

A. Un exemple

1. Pour prouver que c’est un carré, on peut par exemple calculer AB = BC = CD =
DA = 2 (non, je ne détaille pas), et ajouter le fait que −−→

AB ·
−→
AC = 0 (ce que je ne

détaille pas non plus). En faisant la moyenne des coordonnées de A et de D, on trouve
G(−1, 1).

2. Notons donc M(x, y). On calcule alors :

— −−→
MA = (−1 − x, −1 − y),

— −−→
MB = (3 − x, −1 − y),

— −−→
MC = (3 − x, 3 − y),

et
2−−→
MA −

−−→
MB + −−→

MC = (−2 − 2x, 2 − 2y).

La norme de ce vecteur vaut donc√
(−2 − 2x)2 + (2 − 2y)2 =

√
4x2 + 4y2 + 8x − 8y + 8.

Comme −−→
AB = 2, notre ensemble E a donc pour équation, en élevant au carré,

4x2 + 4y2 + 8x − 8y − 8 = 0,
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il ne reste plus qu’à tout diviser par 4 pour retrouver l’équation de l’énoncé. On
reconnait bien sûr une équation de cercle :

(x + 1)2 + (y − 1)2 = 22,

ce qui correspond au cercle de rayon 2 et de centre G (qui est accessoirement le cercle
de diamètre [AD]).

3. Inutile de faire de gros calculs, le triangle ABC étant un demi-carré, son cercle cir-
conscrit a pour centre le milieu de [AC] (ou si on préfère le centre du carré ABCD),
soit le point Ω(1, 1). Le rayon du cercle est ΩA =

√
8 = 2

√
2. Une équation du cercle

est donc :
(x − 1)2 + (y − 1)2 = 8,

soit
x2 + y2 − 2x − 2y − 6 = 0.

4. Normalement, on devrait trouver les points A et D comme points d’intersection,
vérifions quand même. En soustrayant les deux équations de cercle, on trouve la
condition

4x + 4 = 0,

soit
x = −1.

Reportons dans l’équation du deuxième cercle :

y2 − 2y − 3 = 0.

Le réel y = 1 est solution évidente de cette équation du second degré, l’autre solution
est y = 3. Les deux points d’intersection recherchés sont bien A et D.

5. Cherchons donc les points d’intersection entre les tangentes issues de H au cercle
C, et le cercle. Autrement dit, on cherche les points M(x, y) vérifiant l’équation de
cercle :

x2 + y2 − 2x − 2y − 6 = 0,

et tels que −−→
HM ·

−−→ΩM = 0, soit

(x + 3 + 2
√

2)(x − 1) + (y − 1)2 = 0.

Développons brutalement :

x2 + y2 + (2 + 2
√

2)x − 2y − 2 − 2
√

2 = 0.

On soustrait les deux équations :

(4 + 2
√

2)x + 4 − 2
√

2 = 0.
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On obtient donc directement, en simplifiant tout par 2 :

x =
√

2 − 2
2 +

√
2

= − (2 −
√

2)2

4 − 2 = −6 + 4
√

2
2 = 2

√
2 − 3.

Il ne reste plus qu’à remplacer, dans la joie et la bonne humeur, dans une des équations
précédentes, de préférence celle obtenue avec le produit scalaire :

4
√

2(2
√

2 − 4) + (y − 1)2 = 0,

soit
(y − 1)2 = 16

√
2 − 16 = 16(

√
2 − 1),

et donc
y − 1 = ±4

√√
2 − 1.

On en déduit les deux valeurs possibles de l’ordonnée :

y = 1 + 4
√√

2 − 1,

et
y = 1 − 4

√√
2 − 1.

Les deux points de tangence cherchés sont donc M1(2
√

2 − 3, 1 + 4
√√

2 − 1) et
M2(2

√
2 − 3, 1 − 4

√√
2 − 1).

Il reste à déterminer les équations des droites (HM1) et (HM2). Pour cela, on com-
mençant par déterminer le coefficient directeur :

a = yM1 − yH

xM1 − xH
= 4

√√
2 − 1

4
√

2
= r

√
2 − 1
2 .

Bien, pour l’ordonnée à l’origine, on part du fait que axH + b = yH , soit

b = yH − axH = 1 + (3 + 2
√

2)r
√

2 − 1
2 = 1 + 3r

√
2 − 1 + 2

√
2 − 1,

soit une superbe équation de droite :

y = r
√

2 − 1
2 x + 1 + 3r

√
2 − 1 + 2

√
2 − 1.

La deuxième tangente a un coefficient directeur opposé, et vérifie donc

b = yH + axH = 1 − 3r
√

2 − 1
2 − 2

√√
2 − 1,

soit pour l’équation de la tangente :

y = −r
√

2 − 1
2 x + 1 − 3r

√
2 − 1
2 − 2

√√
2 − 1.

page 44



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s
C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra

Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

Reste à prouver que ces deux droites sont aussi tangentes à l’autre cercle E. Pas de
méthode triviale pour cela, alors on va tout simplement chercher les tangentes à E

issues de H par la même méthode que ci-dessus, et vérifier que les équations sont les
mêmes (le coefficient directeur suffira puisque toutes les droites passent évidemment
par H).
Les points de tangente M(x, y) vérifient d’une part l’équation de cercle :

x2 + y2 + 2x − 2y − 2 = 0,

d’autre part la condition −−→
HM ·

−−→
GM = 0, soit

(x + 2
√

2 + 3)(x + 1) + (y − 1)2 = 0,

ou encore
x2 + y2 + (2

√
2 + 4)x − 2y + 2

√
2 + 4 = 0.

On soustrait les deux équations pour obtenir

(2
√

2 + 2)x + 2
√

2 + 6 = 0,

soit
x = −

√
2 + 3

√
2 + 1

2 = − (
√

2 + 3)(
√

2 − 1)
2 − 1 = 1 − 2

√
2.

En reportant dans l’équation du produit scalaire :

4(2 − 2
√

2) + (y − 1)2 = 0,

donc
(y − 1)2 = 8(

√
2 − 1),

et
y = 1 ± 2

√
2
√√

2 − 1.

On obtient ainsi comme pente pour la première tangente :

2
√

2
√√

2 − 1
4 = r

√
2 − 1
2 .

B. Cercles orthogonaux

Deux cercles du plan de rayons respectifs R1 et R2 et de centres respectifs O1 et O2 sont
dits orthogonaux si

O1O2
2 = R2

1 + R2
2.

1. Puisque (R1 + R2)2 = R2
1 + R2

2 + 2R1R2 > R2
1 + R2

2 = O1O2
2, on a O1O2 < R1 + R2.

De même,
(R1 − R2)2 = R2

1 + R2
2 − 2R1R2 < O1O2

2,

page 45



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s

C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

donc |R1 − R2| < O1O2. Ces deux conditions assurent que les deux cercles ont deux
points d’intersection.

2. La condition d’orthogonalité des deux cercles est équivalente à dire que le triangle
PO1O2 est rectangle en P (un résultat obscur appelé théorème de Pythagore), auquel
cas les tangentes en P aux deux cercles sont les droites (OP1) et (OP2), qui sont bien
orthogonales (et la réciproque est également vraie).

3. On sait que les rayons des deux cercles sont 2 et 2
√

2, et le carré de la distance entre
leur centre vaut GΩ2 = 4. Comme 4 n’est pas vraiment égal à 4 + 8, les deux cercles
ne sont pas du tout orthogonaux.

4. Soyons violents et notons (x, y) les coordonnées du centre d’un tel cercle, et r son
rayon. On doit avoir d’une part,

(x − 1)2 + (y − 1)2 = 8 + r2 (orthogonalité avec le cercle E),

et d’autre part
(x + 1)2 + (y − 1)2 = 4 + r2.

En développant, on trouve donc les conditions

x2 + y2 − 2x − 2y − 6 − r2 = x2 + y2 + 2x − 2y − 2 − r2 = 0.

La soustraction des deux équations donne x = −1, et on reste alors avec la condition

(y − 1)2 = 4 + r2.

Il existe en fait une infinité de cercles convenables puisque toutes les valeurs de y

pour lesquelles (y − 1)2 − 4 > 0 donnent une valeur de r possible (une seule, le rayon
devant quand même être positif). C’est le cas si

y ∈] − ∞, −1[∩]3, +∞[.

Par exemple, pour y = 4, on obtient r2 = 5, soit r =
√

5 (c’est le seul cercle représenté
sur ma figure, en marron).

5. Avec les conditions données, les deux cercles ont pour centres respectifs (a, b) et (d, e),
donc, en reprenant les notations précédentes, on a

O1O2
2 = (d − a)2 + (e − c)2.

Pour les rayons, il vaut mieux factoriser les équations : la première devient

(x − a)2 + (y − b)2 = c + a2 + b2,

soit un carré du rayon égal à c + a2 + b2. De même,

R2
2 = f + d2 + e2.
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La condition d’orthogonalité s’écrit donc

(d − a)2 + (e − c)2 = c + f + a2 + b2 + c2 + d2,

soit, en développant et en simplifiant brutalement,

−2ad − 2ec = c + f,

ou encore
c + f − 2(ad + ce) = 0.

Exercice 46
Soient ω1 et ω2 deux cercles qui se coupent en deux points B et B′. Une droite d passant par le
point B recoupe le cercle ω1 au point A et le cercle ω2 au point C. Une droite d′ passant par le
point B′ recoupe le cercle ω1 au point A′ et le cercle ω2 au point C ′. Soit ω3 un cercle passant
par les points C et C ′. ω3 recoupe la droite d au point D et la droite d′ au point D′. Montrer
que les points A, A′, D et D′ sont cocycliques.

Réponse 46

Par le théorème de l’angle inscrit, comme A, B, B′ et A′ sont cocycliques, on a :

ÂA′B′ = 180◦ − ÂBB′.

De manière similaire, comme B, C, C ′ et B′ sont cocycliques, on a :

ÂBB′ = ĈC ′B′,

et enfin, comme C, D, D′, C ′ sont cocycliques, on a :

B̂′C ′C = ĈDD′.
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Donc, on obtient :

ÂA′D′ = ÂA′B′ = 180◦ − ĈDD′ = 180◦ − ÂDD′.

Ainsi, les points A, D, D′ et A′ sont cocycliques, par la réciproque du théorème de l’angle inscrit.

Exercice 47
Soit ABC un triangle et soit T le point d’intersection des tangentes à son cercle circonscrit aux
points B et C. Soient X, Y , P les projetés orthogonaux de T sur les droites (AB), (AC) et
(BC) respectivement. Montrer que le point P est l’orthocentre du triangle AXY .

Réponse 47

Pour montrer que P est l’orthocentre de AXY , il suffit de montrer que (XP ) est perpendi-
culaire à (AY ), et (Y P ) est perpendiculaire à (AX). (On se rappelle que les hauteurs dans un
triangle sont concourantes).

Commençons par montrer que (XP ) est perpendiculaire à (AY ). Puisque (TP ) ⊥ (BC) et
(TX) ⊥ (BX), on a :

T̂PB = 90◦ = 180◦ − T̂XB,

donc les points B, P , T et X sont cocycliques. On en déduit que :

T̂XP = T̂BP .

Par l’angle à la tangente, on a :

T̂BP = B̂AC = X̂AC.

Ainsi,
ÂXP = 90◦ − T̂XP = 90◦ − X̂AC = 90◦ − X̂AY .

Donc, on a bien (XP ) ⊥ (AC).
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On montre de manière analogue que (Y P ) ⊥ (AY ).
Ainsi, P est bien l’orthocentre du triangle AXY .

Exercice 48
Soit Γ un cercle. Soit ω un cercle tangent intérieurement au cercle Γ et soit T leur point de
tangence. Soit P un point de ω différent de T . Soit O le centre de ω. On note M le milieu du
segment [PT ]. Soient A et B les points d’intersection de la tangente à ω au point P avec le
cercle Γ. Montrer que O, M , A et B sont cocycliques.

Réponse 48

Lorsque l’on a deux cercles tangents, il peut être pertinent d’introduire la tangente commune
à ces deux cercles. Ceci nous motive à introduire le point Z, le point d’intersection de la droite
(AB) avec la tangente commune aux cercles ω et Γ au point T . Le point O est sur la médiatrice
du segment [TP ] car c’est le centre de ω. Le point Z est aussi sur la médiatrice de [TP ] car
la symétrie d’axe cette médiatrice échange les tangentes à ω en T et en P , donc leur point
d’intersection est sur son axe.

Donc, puisque cette médiatrice passe par M , on a que Z, M et O sont alignés et que l’angle
ẐMP est droit. De plus, l’angle ÔPZ est droit car la droite (AB) est tangente au cercle ω au
point P .

Pour conclure nous allons utiliser la réciproque de la puissance d’un point par rapport à un
cercle : pour montrer que O, A, M , B sont cocycliques, il suffit de montrer que :

ZM · ZO = ZA · ZB.

Or, par la puissance de Z par rapport à Γ et puis par rapport à ω, on a :

ZA · ZB = ZT 2 = ZP 2.

On est donc ramené à montrer que :

ZM · ZO = ZP 2.

Or, les triangles ZMP et ZPO sont semblables car ils ont l’angle ÔZP en commun et sont
rectangles. On en déduit que :

ZM

ZP
= ZP

ZO
,
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soit, par le produit en croix,
ZM · ZO = ZP 2,

ce qui est bien l’égalité désirée.

Exercice 49
Soit ABC un triangle tel que AB = a, BC = 2a et AC = a

√
3.

1. Que peut-on dire du triangle ABC ?

2. Déterminer l’ensemble des points M tels que −4MA2 + 3MB2 + MC2 = 6a2.

3. Déterminer l’ensemble des points M tels que −4MA2 + 3MB2 + MC2 = 0.

Réponse 49

1. Une application de la réciproque du théorème de Pythagore montre que BC2 = 4a2 =
AC2 + AB2, donc le triangle ABC est rectangle en A.

2. Développons tous les carrés en faisant intervenir le point A :

−4MA2 + 3(−−−→
MA + −−→

AB)2 + (−−−→
MA + −→

AC)2 = 6a2,

donc

−4MA2 + 3MA2 + 6−−→
MA ·

−−→
AB + 3AB2 + MA2 + −−→

MA ·
−→
AC + AC2 = 6a2.

Les termes MA2 se simplifient, on remplace les côtés du triangle par leurs longueurs, et
on trouve

−
−−→
MA · (6−−→

AB + −→
AC) = 6a2 − 3a2 − 3a2 = 0.

L’ensemble recherché est donc la droite passant par A et de vecteur normal 6−−→
AB + −→

AC.

3. Même calcul en faisant cette fois apparaître des C partout :

−4MC2 − 8−−→
MC ·

−→
CA − 4CA2 + 3MC2 + 6−−→

MC ·
−−→
CB + 3CB2 + MC2 = 0,

qui donne
−

−−→
MC · (−4−→

CA + 3−−→
CB) = 0,

soit
−

−−→
MC · (3−−→

AB + −→
AC).

L’ensemble cherché est donc une droite passant par C, de vecteur normal 3−−→
AB + −→

AC.

2.3 Lignes de niveau

Exercice 50 Solution
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Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

On fixe un vecteur u, un point A et un réel k. Déterminer l’ensemble des point M du plan tels
que −−→

AM.−→u = k.
Réponse 50

Posons S l’ensemble des points M du plan P tels que −−→
AM.−→u = k.

— Si −→u est le vecteur nul alors il est clair que pour tout point M on a −−→
AM.−→u = k. Ainsi,

dans ce cas on a :

— si k = 0 alors S = P
— si k ̸= 0 alors S est l’ensemble vide.

— Supposons maintenant que −→u ̸= 0. On sait qu’il existe un unique point B vérifiant −−→
AB =

k
−→u

∥−→u ∥2 , de sorte que −−→
AB.−→u = k. Dans ce cas pour tout point M du plan on a :

−−→
AM.−→u = k ⇐⇒

−−→
AM.−→u = −−→

AB.−→u
⇐⇒ (−−→AM −

−−→
AB).−→u = 0

⇐⇒
−−→
BM.−→u = 0

Donc, S est la droite passant par B et admettant −→u comme vecteur normal.

Exercice 51 Solution
Soient A et B deux points distincts du plan et k un réel strictement positif. Étudier le lieu des
points M tels que : MA

MB
= k.

Réponse 51

Posons S l’ensemble des points M du plan P tels que MA

MB
= k. Soit M un point du plan

affine P. Alors
MA

MB
= k ⇐⇒ ∥

−−→
AM∥2 = k2∥

−−→
MB∥2

⇐⇒
(−−→

AM − k
−−→
BM

)
.
(−−→

AM + k
−−→
BM

)
= 0

Cela nous pousse à considérer le barycentre G du système pondéré {(A, 1), (B, k)}, et le bary-
centre G′ du système pondéré {(A, 1), (B, −k)} lorsque ce dernier existe. En effet, si k = 1 alors
1 + (−k) = 0 et par suite le système {(A, 1), (B, −k)} n’admet pas de barycentre. On est donc
amené de d’étudier deux cas :

— Supposons que k = 1. Dans cas, G est le milieu de [AB] et on a :

MA

MB
= 1 ⇐⇒

(−−→
AM −

−−→
BM

)
.
(−−→

AM + −−→
BM

)
= 0

⇐⇒
−−→
AB.

−−→
GM = 0

Donc, S est la droite passant par G et perpendiculaire à (AB), c’est à dire la médiatrice
de [AB].

— Supposons que k ̸= 1 et posons G′ du système pondéré {(A, 1), (B, −k)}. Ainsi,

MA

MB
= 1 ⇐⇒

−−−→
G′M.

−−→
GM = 0
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Si on désigne par I le milieu de [GG′] on obtient :

MA

MB
= 1 ⇐⇒

(−−→
G′I + −−→

IM
)

.
(−→

GI + −−→
IM

)
= 0

⇐⇒
(

−
−→
GI + −−→

IM
)

.
(−→

GI + −−→
IM

)
= 0

⇐⇒ ∥
−→
GI∥2 − ∥

−−→
IM∥2 = 0

⇐⇒ IM = IG

S est alors le cercle de diamètre le segment [GG′].

Exercice 52
ABC étant un triangle équilatéral, déterminer l’ensemble des points M tels que MA2 +MB2 =
MC2.

Réponse 52
On a :

MA2 + MB2 = MC2 ⇔ MA2 + ∥
−−→
MA + −−→

AB∥2 = ∥
−−→
MA + −→

AC∥2

⇔ MA2 + 2−−→
MA.

−−→
AB = 2−−→

MA.
−→
AC, car AB = AC

⇔ MA2 + 2−−→
MA.

(−−→
AB −

−→
AC
)

= 0
⇔ MA2 + 2−−→

MA.
−−→
CB = 0

⇔
−−→
MA.

(−−→
MA + 2−−→

CB
)

= 0

À ce stade, on a besoin d’introduire le point D du plan tel que −−→
AD = 2−−→

CB. Ainsi, on a :

MA2 + MB2 = MC2 ⇔
−−→
MA.

(−−→
MA + −−→

AD
)

= 0
⇔

−−→
MA.

−−→
MD = 0

On en déduit que l’ensemble concerné est le cercle C ayant le segment [AD] comme diamètre.
Autrement dit, le cercle de centre le point I = A + −−→

CB et de rayon BC.
N.B : Le centre de ce cercle, A + −−→

CB, n’est autre que le symétrique de C par rapport à la
droite (AB). De plus, C passe par A. Si le triangle est équilatéral, il passera aussi par B.

A

B C

I
D •
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Chapitre 3

Géométrie affine Euclidienne en
dimension 3

3.1 Produit vectoriel et produit mixte

Exercice 53
Soient A(0, 1, 2), B(−1, 1, 1), C(2, −1, 2), D(4, 0, −1) et E(1, 2, −2) cinq points de l’espace.

1. Calculer les distances AB, AD, BC et BE.

2. Calculer les produits scalaires −−→
DA ·

−−→
BE, −−→

BC ·
−−→
DE, −→

AE ·
−−→
BA et −−→

DB ·
−−→
CE.

3. Déterminer les produits vectoriels −−→
DA ∧

−−→
BE, −−→

BC ∧
−−→
DE, −→

AE ∧
−−→
BA et −−→

DB ∧
−−→
CE.

4. Calculer les produits mixtes [−→
AE,

−−→
BA,

−−→
CD] et [−−→AB,

−→
AC,

−−→
AD]. En déduire le volume du

parallélépipède engendré par −−→
AB, −→

AC et −−→
AD.

Réponse 53

1. Calculons : AB =
√

1 + 0 + 1 =
√

2, AD =
√

16 + 1 + 9 =
√

26, BC =
√

9 + 4 + 1 =
√

14
et BE =

√
4 + 1 + 9 =

√
14.

2. Calculons : −−→
DA = (−4, 1, 3) et −−→

BE = (2, 1, −3), donc −−→
DA ·

−−→
BE = −8 + 1 − 9 = −16 ;

−−→
BC = (3, −2, 1) et −−→

DE = (−3, 2, −1), donc −−→
BC ·

−−→
DE = −9−4−1 = −14 ; −→

AE = (1, 1, −4)
et −−→

BA = (1, 0, 1), donc −→
AE ·

−−→
BA = 1 − 4 = −3 ; −−→

DB = (−5, 1, 2) et −−→
CE = (−1, 3, −4),

donc −−→
DB ·

−−→
CE = 5 + 3 − 8 = 0.

3. Pour changer, calculons : −−→
DA ∧

−−→
BE = (−6, 18, −6) ; −−→

BC ∧
−−→
DE = (0, 0, 0) (rien de surpre-

nant, on voit bien que −−→
DE = −

−−→
BC, les deux vecteurs sont donc colinéaires) ; −→

AE ∧
−−→
BA =

(1, −5, −1) et −−→
DB ∧

−−→
CE = (−10, −22, −14).

4. Pour le premier produit mixte, on peut se contenter de calculer −−→
CD = (2, 1, −3) et re-

prendre un calcul déjà effectué :

[−→
AE,

−−→
BA,

−−→
CD] = (−→

AE ∧
−−→
BA) ·

−−→
CD = 2 − 5 + 3 = 0.
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C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

Pour le deuxième, on calcule −−→
AB = (−1, 0, −1), −→

AC = (2, −2, 0) et −−→
AD = (4, −1, −3), puis

[−−→AB,
−→
AC,

−−→
AD] =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 4
0 −2 −1

−1 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 × (−2) + 1 × 2 − 3 × 2 = −12.

Le parallélépipède est donc de volume 12.

Exercice 54
Soit x, y deux vecteurs de l’espace euclidien R3.

1. Montrer que :
∥x∥2∥y∥2 = Aire(x, y)2 + ⟨x, y⟩2

où Aire(x, y) est l’aire du parallélogramme de côtés x et y. On pourra faire un calcul en
coordonnées.

2. On considère les vecteurs de R3 de coordonnées (1, 1, 1) et (1, −1, 0). Calculer l’aire du
parallélogramme dont les côtés sont donnés par ces deux vecteurs.

Réponse 54

1. L’aire du parallélogramme de côtés x, y est :

Aire(x, y) = ∥x∥∥prVect (x)⊥(y)∥,

où prVect (x)⊥(y) est la projection orthogonale de y sur l’orthogonal de x. Par définition :

prVect (x)⊥(y) = y − prVect(x)(y) = y − ⟨x, y⟩
⟨x, x⟩

x.

En particulier :

∥prVect (x)⊥(y)∥2 = ∥y∥2 − ⟨x, y⟩2

⟨x, x⟩
.

En multipliant par ∥x∥2, on obtient :

Aire(x, y)2 = ∥x∥2∥y∥2 − ⟨x, y⟩2.

2. Les deux vecteurs sont orthogonaux (i.e., il s’agit d’un rectangle), donc l’aire du parallé-
logramme est

√
6.

3.2 Cercles et sphères en dimension 3

Exercice 55
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Déterminer l’équation de la sphère contenant les cercles d’équations

x2 + y2 = 9

z = 0
et

x2 + y2 = 25

z = 2.

Réponse 55

Soit S une telle sphère, d’équation (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2. Comme elle contient
le premier cercle, on sait que, si x2 + y2 = 9, alors (x − a)2 + (y − b)2 + c2 = R2 (on a pour le
premier cercle z = 0). Pour x = 3 et y = 0, on trouve

(3 − a)2 + b2 + c2 = R2.

Pour x = −3 et y = 0, on trouve

(−3 − a)2 + b2 + c2 = R2.

En faisant la différence des deux équations obtenues, on trouve :

(3 − a)2 = (−3 − a)2

ce qui donne
3 − a = −3 − a ou 3 − a = 3 + a.

Le premier cas est impossible, et le second donne a = 0. On trouve de même que b = 0. Reprenant
le point (3, 0, 0), on trouve encore que c2 + 9 = R2.<br> On utilise maintenant le deuxième
cercle. On a donc, si x2 + y2 = 25 et z = 2, x2 + y2 + (z − c)2 = R2, soit

25 + (2 − c)2 = R2 =⇒ 25 + 4 − 4c + R2 − 9 = R2 =⇒ c = 5.

On en déduit R2 = 34, et l’équation de la sphère contenant les deux cercles est :

x2 + y2 + (z − 5)2 = 34.

Exercice 56

Soient A, B et C trois points distincts de l’espace. Déterminer les points M de l’espace pour
lesquels −−→

MA ∧ (−−→
MB ∧

−−→
MC) = 0⃗.

Réponse 56
Par la formule du double produit vectoriel, l’équation s’écrit encore

(−−→MA ·
−−→
MC)−−→

MB − (−−→MA ·
−−→
MB)−−→

MC = 0⃗.

On distingue alors deux cas. Si M ∈ (BC), le produit vectoriel −−→
MB ∧

−−→
MC est nul, et donc la

condition est satisfaite. Si M /∈ (BC), alors les vecteurs −−→
MB et −−→

MC ne sont pas colinéaires, et
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donc la condition précédente est vérifiée si et seulement si

−−→
MA ·

−−→
MC = 0 et −−→

MA ·
−−→
MB = 0.

Ces deux conditions expriment que M appartient à la sphère de diamètre [AC] et à la sphère
de diamètre [AB]. Si on note C cette intersection, l’ensemble des points M solution est donc
la réunion de la droite (BC) et de C. Remarquons que C est ou réduit au point A (si les deux
sphères sont tangentes en A), ou un cercle.

Exercice 57
Soient a, b, c trois réels non nuls, et soient A(a, 0, 0), B(0, b, 0) et C(0, 0, c).

1. Donner l’équation de la sphère S passant par O, A, B et C.

2. Donner l’équation du plan P passant par A, B et C.

3. En déduire le rayon du cercle C passant les points A, B et C.

Réponse 57

1. Une sphère a pour équation (x − u)2 + (y − v)2 + (z − w)2 = R2. Si on écrit que 0 est
élément de la sphère, on obtient u2 + v2 + w2 = R2. Ensuite, si on écrit que A est un point
de la sphère, on obtient

(a − u)2 + v2 + w2 = u2 + v2 + w2,

soit u = a/2. En utilisant les points B et C, on trouve ensuite v = b/2 et w = c/2.
L’équation de la sphère recherchée est donc

(
x − a

2

)2
+
(

y − b

2

)2
+
(

z − c

2

)2
= a2 + b2 + c2

4 .

2. C’est plus facile et plus classique. On trouve

x

a
+ y

b
+ z

c
− 1 = 0.

3. Le cercle recherché est l’intersection de la sphère et du plan. Notons I le centre de la
sphère, I(a/2, b/2, c/2), et J le projeté orthogonal de I sur le plan P. Alors J est le centre
de C, et le rayon de C est la longueur JA. On peut alors rechercher les coordonnées de
J , où être un peu plus malin et travailler dans le triangle AJI qui est rectangle en J . Le
théorème de Pythagore donne alors :

AJ2 = AI2 − IJ2.
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Or, on sait que AI2 = R2 = a2 + b2 + c2 et que

IJ = dist(I, P) =
1
2 + 1

2 + 1
2 − 1√

1
a2 + 1

b2 + 1
c2

= abc

2
√

a2b2 + a2c2 + b2c2
.

On conclut que

AJ2 = 1
4

(
a2 + b2 + c2 − a2b2c2

a2b2 + a2c2 + b2c2

)
.

Exercice 58
Soit S une sphère de centre O et de rayon R > 0. Soient également deux points A et B de S. On
cherche à déterminer, parmi les arcs de cercle tracés sur la sphère et joignant A et B, celui qui
est le plus court. Soit C un tel arc de cercle, intersection du plan P et de S. On note H le projeté
orthogonal de O sur P, r le rayon de l’arc de cercle, a = AB, et θ l’angle (−−→HA,

−−→
HB) ∈ [0, π].

1. Démontrer que sin(θ/2) = a/2r.

2. En déduire que la longueur de C est aθ
2 sin(θ/2) .

3. Démontrer que θ ≥ 2 arcsin(a/2R).

4. Conclure.

Réponse 58

1. Le triangle HAB est isocèle en H, avec HA = HB = r, AB = a, et θ l’angle en H. On
en déduit immédiatement la relation demandée (par exemple en considérant le triangle
rectangle HCB, où C est le milieu de [AB], et en écrivant les relations trigonométriques
dans ce triangle).

2. La longueur de l’arc de cercle est l = rθ. Il suffit alors de remplacer r par la valeur trouvée
précédemment.

3. Dans l’intervalle [0, π/2], la fonction sin est croissante. De plus, on sait que r ≤ R. On en
déduit que

sin(θ/2) ≥ a

2R
=⇒ θ ≥ 2 arcsin

( a

2R

)
.

4. La longueur de l’arc de cercle vaut f(θ) = aθ
2 sin(θ/2) , où θ parcourt l’intervalle [2 arcsin(a/2R), π].

Mais f est dérivable sur cet intervalle, et sa dérivée vaut :

f ′(θ) =
a cos(θ/2)

(
2 tan(θ/2) − θ

)
4 sin2(θ/2)

.

Or, sur l’intervalle [0, π/2], tan(x) ≥ x, et donc f ′(θ) ≥ 0. Ainsi, f est croissante, et la lon-
gueur minimale est atteinte au début de l’intervalle, c’est-à-dire pour θ = 2 arcsin(a/2R),
où, ce qui est plus clair, pour r = R. Les plus courts arcs de cercle allant de A et B et tra-
cés sur la sphère sont donc les arcs de grand cercle. Ils sont donnés par l’intersection de la
sphère et du plan défini par les trois points O, A, B. Si ces trois points ne sont pas alignés,
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il existe un seul grand cercle passant par A et B.<br> En particulier, bien que Lyon et
Montréal soit sensiblement à la même latitude, un avion effectuant ce trajet n’emprunte
pas le parallèle, mais un arc de grand cercle qui l’emmène bien plus au nord.

Exercice 59
On considère, dans un repère orthonormé, les points A(0, 0, 0), B(2, 1, −1) et C(1, 1, 1).

1. Calculer −−→
AB ∧

−→
AC, en déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Déterminer une équation du plan (ABC).

3. Déterminer le rayon de la sphère de centre Mk(0, 0, k) tangente au plan (ABC). Combien
y a-t-il de sphères de rayon 2 parmi celles-ci ? On note S celle correspondant à la plus
grande valeur de k.

4. Déterminer l’ensemble des points D(x, y, z) vérifiant −−→
AD ·

−−→
BC = −−→

BD ·
−→
AC = −−→

CD ·
−−→
AB = 0

(on en donnera une équation paramétrique).

5. Parmi les points de l’ensemble précédent, combien appartiennent au plan (ABC) ? Que
représentent-ils alors ?

6. On note désormais D(2, −1, 1). Déterminer la distance de D aux trois points A, B et C,
ainsi que le projeté orthogonal de D sur (ABC), et la distance de D à ce dernier.

7. En déduire le volume du tétraèdre ABCD.

8. Déterminer une équation du plan tangent à S, perpendiculaire à (ABC) et à (BCD).

9. Déterminer une équation paramétrique des hauteurs issues de A et D (droites passant par
le point et perpendiculaires à la face opposée) dans le tétraèdre ABCD. Montrer que ces
droites sont sécantes en un point H appartenant également à la hauteur issue de B.

10. Déterminer un système d’équations cartésiennes de l’unique droite perpendiculaire simul-
tanément à (AD) et à (BC) et vérifier que H appartient à cette droite.

Réponse 59

1. Puisque −−→
AB = (2, 1, −1) et −→

AC = (1, 1, 1), on calcule −−→
AB ∧

−→
AC = (2, −3, 1). Ce produit

vectoriel n’étant pas nul, les trois points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Un point M(x, y, z) appartient au plan (ABC) si [−−→AB,
−→
AC,

−−→
AM ] = 0, soit (−−→AB ∧

−→
AC) ·

−−→
AM = 0. En reprenant le calcul précédent, on obtient l’équation 2x − 3y + z = 0. Un
système d’équations paramétriques est obtenu en prenant comme point du plan A et
comme base (−−→AB,

−→
AC), ce qui donne

x = 2t + u

y = t + u

z = −t + u

où (t, u) ∈ R2.
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3. La sphère tangente au plan est celle dont le rayon est égal à la distance de son centre au
plan. Ici, en reprenant l’équation cartésienne de (ABC), d(Mk, (ABC)) = |k|√

4+9+1 = |k|√
14 .

La sphère a donc pour rayon |k|√
14 . Il existe deux valeurs de k pour lesquelles ce rayon est

égal à 2, k = 2
√

14, et k = −2
√

14.

4. Notons (x, y, z) les coordonnées du point D. On peut alors calculer −−→
AD = (x, y, z) ; −−→

BD =
(x − 2, y − 1, z + 1) ; −−→

CD = (x − 1, y − 1, z − 1) et −−→
BC = (−1, 0, 2). Les trois conditions

données s’écrivent respectivement

−x + 2z = 0, x + y + z − 2 = 0, 2x + y − z − 2 = 0.

Ce système se résout très rapidement : x = 2z, puis en injectant dans la deuxième équation
y = 2 − x − z = 2 − 3z, et la troisième équation devient 4z + 2 − 3z − z − 2 = 0, qui est
toujours vérifiée. Les points recherchés sont donc de la forme (2z, 2 − 3z, z), pour z ∈ R.
On reconnaît le paramétrage d’une droite passant par le point de coordonnées (0, 2, 0) et
de vecteur directeur −→u = (2, −3, 1).

5. Si on injecte le paramétrage précédent dans l’équation cartésienne de (ABC), on trouve
4z − 6 + 9z + z = 0, soit z = 6

14 = 3
7 . Il existe donc une unique solution dans (ABC),

de coordonnées
( 6

7 , 5
7 , 3

7
)
. Ce point est l’orthocentre H du triangle ABC, puisque les trois

conditions de la question 4 associée à l’appartenance du point au plan (ABC) signifient
qu’il appartient aux trois hauteurs du triangle.

6. C’est du calcul facile : AD =
√

4 + 1 + 1 =
√

6 ; BD =
√

0 + 4 + 4 =
√

8 = 2
√

2 ;
CD =

√
1 + 4 =

√
5. Même pas besoin de se fatiguer plus pour le projeté orthogonal, il

s’agit du point H déterminé à la question précédente (puisque le point D appartient à la
droite obtenue à la question 4). On en déduit que d(D, (ABC)) = DH =

(
− 8

7 , 12
7 , − 4

7
)
, ce

qui donne √
64
49 + 144

49 + 16
49 = 4

√
14

7 = 4r

2
√

7
.

7. On connaît la hauteur du tétraèdre grâce à la question précédente. L’aire de sa base
vaut 1

2

∥∥∥−−→
AB ∧

−→
AC
∥∥∥ =

√
14
2 , donc le volume du tétraèdre est

1
3 ×

√
14
2 × 4r

2
√

7
= 8

6 = 4
3 .

7. Un plan perpendiculaire simultanément à (ABC) et (BCD) admet pour vecteur normal
−−→
BC = (1, 0, −2), puisque la droite (BC) est commune aux deux plans. Ainsi, son équation
cartésienne est de la forme x − 2z + d = 0. Si on veut qu’il soit tangent à S, la distance du
centre de S au plan doit être égale à 2 (rayon de la sphère), calculons donc cette distance.
Notons Z(x, y, z) le projeté orthogonal de notre centre sur le plan. On constate que

−−−−−−→
M2

√
14Z =

(
x, y, z − 2

√
14
)

est colinéaire à (1, 0, −2) si y = 0 et z − 2
√

14 = −2x, soit z = 2(
√

14 − x). Le point Z
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appartient donc à notre plan si x + 4x − 4
√

14 + d = 0, soit x = 4
5
√

14 − d
5 . On a alors

−−−−−−→
M2

√
14Z =

(
4
√

14 − d

5 , 0,
2d − 8

√
14

5

)
,

et la distance de M2
√

14 au plan vaut donc |d−4
√

14|
5 . La condition de tangence |d−4

√
14|

5 =
2
√

5 donne en fait deux valeurs possibles pour d, d1 = 2
√

5 + 4
√

14, et d2 = 4
√

14 − 2
√

5.
Pour la valeur d1, l’équation du plan est x − 2z + 4

√
14 − 2

√
5 = 0.

8. La hauteur issue de A devant être perpendiculaire au plan (BCD), elle est donc dirigée par
un vecteur normal à (BCD). Choisissons par exemple −−→

BC ∧
−−→
BD = (−1, 0, 2)∧ (1, −2, 0) =

(4, 2, 2). Tant qu’à faire, on peut diviser tout par 2, et comme la droite passe par le point
A, on obtient le paramétrage 

x = 2t

y = t

z = t

Pour la hauteur issue de D, c’est encore plus rapide puisqu’on a déjà un vecteur normal
calculé à la première question, on obtient le paramétrage

x = 2 + 2u

y = −1 − 3u

z = 1 + u

À l’aide des paramétrages, on obtient pour l’intersection le système
2t = 2 + 2u

t = −1 − 3u

t = 1 + u

Les deux équations extrêmes sont équivalentes, et les deux dernières équations impliquent
−1 − 3u = 1 + u, soit u = − 1

2 , puis t = 1
2 . Le point d’intersection recherché a donc pour

coordonnées
H

(
1,

1
2 ,

1
2

)
.

Pour vérifier que H est sur la hauteur issue de B, il faut que −−→
BH soit orthogonal au plan

(ACD), donc à −→
AC et −−→

AD. Comme −−→
BH =

(
−1, − 1

2 , 3
2
)
, on calcule

−−→
BH ·

−→
AC = −1 − 1

2 + 3
2 ,

et
−−→
BH ·

−−→
AD = −2 + 1

2 + 3
2 = 0.

Le point H est bien sur la troisième hauteur (et accessoirement sur la quatrième, celle
issue de C, mais ce n’était pas demandé).
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9. La perpendiculaire commune aux deux droites sera dirigée par

−−→
AD ∧

−−→
BC = (2, −1, −1) ∧ (−1, 0, 2) = (−2, −5, −1).

On prendra plutôt −→u = (2, 5, 1) comme vecteur directeur. Notons P1 le plan contenant
la droite (AD) et la perpendiculaire commune, il admet pour base (−→u ,

−−→
AD), donc pour

vecteur normal −→u ∧
−−→
AD = (2, 5, 1) ∧ (2, −1, 1) = (6, 0, −12). Quitte à tout diviser par 6,

on obtient comme équation du plan P1 : x − 2z = 0 (puisque le plan passe par A). De
même, on note P2 le plan contenant (BC) et la perpendiculaire commune, qui a donc pour
vecteur normal −→u ∧

−−→
BC = (2, 5, 1) ∧ (−1, 0, 2) = (10, −5, 5). Une équation du plan P2

est donc 2x − y + z + d = 0, avec 2 − 1 + 1 + d = 0 pour que C appartienne au plan,
d’où l’équation 2x − y + z − 2 = 0. Finalement, un système d’équations cartésiennes de la
perpendiculaire commune est x − 2z = 0

2x − y + z − 2 = 0

Les coordonnées du point H vérifient bien les deux équations : 1−1 = 0 et 2− 1
2 + 1

2 −2 = 0, il
appartient donc à cette perpendiculaire commune. Si on n’avait que ça à faire, on vérifierait
de même qu’il appartient aux autres perpendiculaires communes d’arêtes non coplanaires
du tétraèdre ABCD.

Exercice 60
Pour tout réel m, on considère l’ensemble Sm des points qui vérifient l’équation

x2 − (2m + 2)x + y2 + (2m − 2)y + z2 − 4mz − 6m − 4 = 0

1. Vérifier que, pour tout m, Sm est une sphère dont on précisera le centre Om et le rayon
Rm.

2. Quel est le lieu décrit par les centres Om lorsque m décrit R ?

3. Deux sphères de la famille peuvent-elles avoir le même centre ? Le même rayon ? À quelles
conditions ?

4. Déterminer l’ensemble des points appartenant simultanément à toutes les sphères Sm.

5. Déterminer l’ensemble des points par lesquels ne passe aucune des sphères Sm.

6. Donner, pour tout réel m, une équation du plan Pm passant par Om et perpendiculaire à
(OOm).

7. Déterminer l’ensemble des points appartenant à tous les plans Pm.

8. Caractériser l’intersection Pm ∩ Sm.

9. Montrer que, si m ̸= m0, Pm ∩ Pm0 est une droite dont on donnera une équation paramé-
trique.

page 61



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s

C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

10. Donner une équation de l’ensemble Q des points par lesquels passe au moins un plan Pm.
Le point O appartient-il à Q ?

Réponse 60

1. Ca ressemble en effet beaucoup à une sphère :

(x−(m+1))2−(m2+2m+1)+(y+(m−1))2−(m2−2m+1)+(z−2m)2−4m2−6m−4 = 0,

soit

(x − (m + 1))2 + (y − (m − 1))2 + (z − 2m)2 = 6m2 + 6m + 6 = 6(m2 + m + 1).

Le trinôme m2 +m+1 ayant un discriminant négatif, il est toujours positif, donc la sphère
n’est jamais vide. On est en présence d’une sphère de centre Om(m + 1, 1 − m, 2m) et de
rayon Rm =

√
6(m2 + m + 1).

2. Le système 
x = 1 + m

y = 1 − m

z = 2m

est un système d’équations paramétriques d’une droite, passant par le point A(1, 1, 0) et
de vecteur directeur −→u (1, −1, 2).

3. Pour le centre, c’est assez manifestement impossible (si 2m = 2m′ par exemple, on a
automatiquement m = m′). Pour le rayon, il faut avoir

m2 + m + 1 = m′2 + m′ + 1,

soit
m2 − m′2 + m − m′ = 0,

donc
(m + m′)(m − m′) + m − m′ = 0

ou encore
(m − m′)(m + m′ + 1).

Les sphères ont donc même rayon (outre le cas évident m = m′) si m′ = −1 − m. À part
pour m = −1, il existe donc, pour toute valeur de m, une autre valeur du paramètre pour
laquelle le rayon sera le même.

4. On peut écrire l’équation de nos sphères un peu différemment :

x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 4 + 2m(−x + y − 2z − 3) = 0.

Pour que cette égalité soit vérifiée, à (x, y, z) fixés, indépendamment de la valeur de m, on

page 62



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s
C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra

Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

doit avoir −x + y − 2z − 3 = 0, qui est l’équation d’un plan P , et

x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 4 = 0,

soit
(x − 1)2 + (y − 1)2 + z2 = 6,

équation de la sphère de centre A (le même que ci-dessus) et de rayon
√

6. Reste à déter-
miner le projeté orthogonal B(x, y, z) du point A sur le plan P , pour vérifier s’il y a une
intersection avec notre sphère. On calcule −−→

AB(x − 1, y − 1, z), qui doit être normal à P ,
donc colinéaire à (1, −1, 2). Cela donne les deux conditions y − 1 = 1 − x, soit y = 2 − x,
et z = 2x − 2. En reportant dans l’équation du plan (auquel appartient le point B), on
trouve

−x + 2 − x − 4x + 4 − 3 = 0,

soit x = 2
3 , puis B

( 2
3 , 4

3 , − 2
3
)
, et

−−→
AB =

(
−1

3 ,
1
3 , −2

3

)
.

On peut maintenant en déduire

d(A, P ) =
√

1
9 + 1

9 + 4
9 =

√
6

3 <
√

6,

l’intersection recherchée est donc un cercle C qu’on ne cherchera pas à expliciter plus.

5. Pour qu’aucune sphère ne passe par un point, il faut que l’équation

x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 4 + 2m(−x + y − 2z − 3) = 0

ne soit vérifiée par aucune valeur de m, ce qui sera le cas si −x+y −2z −3 = 0, autrement
dit si notre point appartient à P , mais

x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 4 ̸= 0.

L’ensemble recherché est donc P \ C.

6. Le plan (Pm) admet pour vecteur normal −→nm = −−−→
OOm = (m + 1, 1 − m, 2m), donc a une

équation de la forme
(m + 1)x + (1 − m)y + 2mz + d = 0.

Comme il passe de plus par le point Om, on a

(m + 1)2 + (1 − m)2 + (2m)2 + d = 0,

soit
m2 + 2m + 1 + 1 − 2m + m2 + 4m2 + d = 0,
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donc
d = −6m2 − 2.

D’où l’équation
(m + 1)x + (1 − m)y + 2mz − 6m2 − 2 = 0.

7. Il faudrait pour cela que le trinôme en la variable m qu’on vient d’obtenir s’annule quelle
que soit la valeur de m. Comme son coefficient dominant vaut −6, ce trinôme n’est pas
nul, c’est donc impossible. Il n’y a aucun point commun à tous les plans Pm.

8. Le point Om appartenant par définition au plan Pm, cette intersection sera un cercle de
centre Om et de rayon Rm.

9. Dans ce cas, les vecteurs −−−→
OOm et −−−→

OOm′ ne peuvent pas être colinéaires, car leur produit
vectoriel vaut

(2(1−m)m′−2(1−m′)m; 2m(m′+1)−2m′(m+1); (m+1)(1−m′)−(m′+1)(1−m)) = (2(m′−m), 2(m−m′), 2(m−m′)),

qui est non nul et colinéaire à (−1, 1, 1). Les deux plans se coupent donc suivant une droite
dirigée par (−1, 1, 1), reste à trouver un point sur cette droite. En choisissant par exemple
x = 0, on a les deux équations

(1 − m)y + 2mz − 6m2 − 2 = 0

et
(1 − m′)y + 2m′z − 6m′2 − 2 = 0.

En soustrayant les deux équations,

(m′ − m)y + 2(m − m′)z = 6(m2 − m′2),

donc
−y + 2z = 6(m + m′).

On injecte dans la première équation :

y + 6m(m + m′) − 6m2 − 2 = 0,

donc
y = 2 − 6mm′.

On en déduit
z = 3(m + m′) + 1 − 3mm′.
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On peut donc écrire le système paramétrique suivant :
x = −t

y = 2 − 6mm′ + t

z = 3(m + m′) + 1 − 3mm′ + t

10. Il passe au moins un plan par le point de coordonnées (x, y, z) si le trinôme

(m + 1)x + (1 − m)y + 2mz − 6m2 − 2 = 0

admet une solution. On peut l’écrire

6m2 + m(−x + y − 2z) + 2 − x − y.

Ce trinôme a pour discriminant ∆ = (−x + y − 2z)2 − 24(2 − x − y), le point est donc
convenable si

∆ ≥ 0,

soit
x2 + y2 + 4z2 − 2xy + 4xz − 4yz + 24x + 24y − 48 ≥ 0

Ce n’est certainement pas le cas pour l’origine du repère. D’ailleurs, on obtient dans ce
cas l’équation

−6m2 − 2 = 0,

qui n’a effectivement pas de solution réelle.
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Chapitre 4

Transformations affines

4.1 projections affines orthogonales

Exercice 61

Le plan étant muni d’un repère orthonormal, on considère les points A(−1, 1), B(3, −1) et
C(1, 4). Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

Réponse 61
On commence par déterminer l’équation de la droite (AB). Le point M(x, y) est élément de
(AB) si et seulement si

det(−−→AB,
−−→
AM) = 0 ⇐⇒ 4(y − 1) + 2(x + 1) = 0 ⇐⇒ x + 2y − 1 = 0.

On détermine ensuite l’équation de la perpendiculaire à (AB) passant par C. Le point M(x, y)
appartient à cette droite si et seulement si

−−→
AB ·

−−→
CM = 0 ⇐⇒ 4(x − 1) − 2(y − 4) = 0 ⇐⇒ 2x − y + 2 = 0.

Le point H est le point d’intersection de ces deux droites. On résoud le système et on trouve
H(−3/5, 4/5).

Exercice 62
Calculer les coordonnées du projeté orthogonal de D = (1, 5, 6) sur le plan P passant par les
points A = (−1, −2, 0), B = (−3, 2, 2), C = (3, 2, 2).

Réponse 62
Le vecteur n⃗ = −−→

AB ∧
−→
AC = (0, 12, −24) est normal à P. On cherche le point M de coordonnées

(x, y, z) tel que :

— M appartient au plan P, ce qui est équivalent à dire que −−→
AM est perpendiculaire à n⃗,

c’est-à-dire −−→
AM · n⃗ = 0
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— −−→
MD est colinéaire à n⃗, c’est-à-dire −−→

MD ∧ n⃗ = 0⃗.

Un calcul simple montre que

n⃗ ·
−−→
AM = 0 ⇐⇒ y − 2 z + 2 = 0

et
−−→
MD ∧ n⃗ = 0⃗ ⇐⇒ (−2 y − z + 16, x − 1, x − 1) = 0⃗.

Il suffit donc de résoudre le système de trois équations : −2 y − z + 16 = x − 1 = y − 2 z + 2 = 0,
dont l’unique solution est x = 1, y = 6 et z = 4.

Exercice 63

Déterminer le projeté orthogonal H du point M(u, v, w) sur le plan P déterminé par les trois
points A(1, 2, 3), B(0, 1, 5) et C(2, 3, 4).

Réponse 63

Un vecteur normal à P est −−→
AB ∧

−→
AC, de coordonnées (−3, 3, 0), ou encore, pour que les

équations soient plus simples à écrire, le vecteur (1, −1, 0) qui lui est colinéaire. Une équation de
P est donc de la forme x − y + d = 0, et puisque A est élément du plan, on obtient 1 − 2 + d =
0 =⇒ d = 1. La perpendiculaire à P passant par M a pour vecteur directeur un vecteur normal
du plan, comme (1, −1, 0). Comme elle passe par M , elle admet pour équation paramétrique :

x = u + t

y = v − t

z = w.

L’intersection de cette droite et du plan P est le projeté orthogonal recherché. On introduit
l’équation paramétrique de la droite dans celle du plan, et on trouve :

u + t − v + t + 1 = 0 =⇒ t = −u + v − 1
2 .

On en déduit les coordonnées de H :

xH = u + −u + v − 1
2 = u + v − 1

2 yH = v − −u + v − 1
2 = u + v + 1

2 zH = w.
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4.2 distance d’un point à un sous espace affine

Exercice 64
On note F le s.e.v de R4 d’équation :x + 2y + 3z + 4t = 0

x + y + z + t = 0

Calculer la distance d(a, F ) d’un point a = (x, y, z, t) ∈ R4 à F .
Réponse 64

On pourra exprimer la projection orthogonale PF (a) d’un point a = (x, y, z, t) ∈ R4 sur F ⊥,
ainsi que sa distance, d(a, F ) de F , soit à l’aide d"une base orthogonale de F , soit à l’aide
d"une base orthogonale de F ⊥. Dans notre cas, il est plus facile d’exhiber une F ⊥. En effet, par
définition, F est l’orthogonal du sous espace vectoriel F ⊥Vect = (e1, e2), , avec e1 = (1, 1, 1, 1)
et e2 = (1, 2, 3, 4). Cherchons e′

2 ∈ F ⊥ de la forme e′
2 = α.e1 + e2 de sorte que (e1, e′

2) soit une

base orthogonale de F ⊥. Cela revient à prendre α = −⟨e1/e2⟩
∥e1∥2 = −10

2 = 5, soit e′
2 = (6, 7, 8, 9).

On en déduit que la projection orthogonale PF ⊥(a) de a ∈ R4 sur F ⊥ est égale à

PF ⊥(a) = ⟨a/e1⟩
∥e1∥2 .e1 + ⟨a/e′

2⟩
∥e′

2∥2 .e2 = x + y + z + t

4 .e1 + 6x + 7y + 8z + 9t

230 .e2,

et la distance d(a, F ) de a à F est égale à

d(a, F ) = ∥PF ⊥(a)∥ =
(

(x + y + z + t)2

4 + (6x + 7y + 8z + 9t)2

230

) 1
2

.

Exercice 65
Calculer la distance

1. du point M(1, 1, 1) au plan P paramétré par :
x = 1 + 2t + t′

y = t + t′

z = 2 + t + t′.

2. du point M(0, 2, 4) à la droite (D) d’équation :x + y − 3z + 1 = 0

2x + y − 5z = 0.
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Réponse 65

1. P est déterminé par le point A(1, 0, 2) et les deux vecteurs directeurs u⃗(2, 1, 1) et v⃗(1, 1, 1).
La distance de M au plan P est donc donnée par

d = | det(−−→AM, u⃗, v⃗)|
∥u⃗ ∧ v⃗∥

= 2√
2

=
√

2.

2. On commence par chercher une représentation paramétrique de la droite. On a

(x, y, z) ∈ (D) ⇔

x + y − 3z + 1 = 0

2x + y − 5z = 0

⇔

x + y − 3z + 1 = 0

x − 2z − 1 = 0

⇔


x = 2z + 1

y = −x + 3z − 1 = z − 2

z = z.

Une représentation paramétrique de (D) est donc donnée par
x = 2t + 1

y = −x + 3z − 1 = t − 2

z = t.

Un point de la droite est donc A(1, −2, 0) et un vecteur directeur est u⃗(2, 1, 1). La distance
de M à la droite est alors

d = ∥
−−→
AM ∧ u⃗∥

∥u⃗∥
= 9

√
2√
6

= 3
√

3.

Exercice 66 .
On considère la famille de droites : Dm : (2m − 1)x + (3 − m)y + m + 1 = 0, m ∈ R, et la droite
d’équation ∆ : x + y − 1 = 0.

1. Parmi toutes les droites Dm, m ∈ R, y en a-t-il une perpendiculaire (resp. parallèle) à ∆.

2. Pour chaque m, calculer d (Dm, ∆)

Réponse 66

1. Pour tout m ∈ R, les droite Dm et ∆ sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs
normaux sont orthogonaux. Le vecteur de Dm est n⃗ = (2m − 1, 3 − m), et celui de ∆ est
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n⃗′ = (1, 1). Cela est possible lorsque 2m − 1 + 3 − m = 0, c’est-à -dire m = −2. De même,

les droite Dm et ∆ sont parallèles si et seulement si

∣∣∣∣∣2m − 1 3 − m

1 1

∣∣∣∣∣ = 0, si et seulement

si m = 4
3. Ainsi, parmi toutes les droites Dm, D−2 est l’unique perpendiculaire à ∆, et

D 4
3

est l’unique parallèle à ∆.

2. D’après la question précédente, si m ̸= 4
3 alors Dm et ∆ sont sécantes, et par suite

d (Dm, ∆) = 0. Supposons que m = 4
3. Dans ce cas, puisque Dm ∥ ∆, alors d (Dm, ∆) =

d (A, Dm), où A est un point quelconque de ∆. En prenant A = (1, 0) on trouve :

d (Dm, ∆) = d (A, Dm) = (2m − 1) × 1 + (3 − m) × 0 + m + 1√
(2m − 1)2 + (3 − m)2

= 6
√

2
5 .

Exercice 67 La perpendiculaire commune

Déterminer la perpendiculaire commune à (D1) et (D2), puis la distance de (D1) à (D2)
lorsque

1. (D1) est la droite donnée par la représentation paramétrique
x = 3 + 2t,

y = 1 + t

z = 2 − t

, t ∈ R

et (D2) est la droite donnée par le système d’équations cartésiennes 3x + 2y + 4z + 8 =
x + y + z = 0.

2. (D1) est la droite d’équation x + z − 2 = y + 1 = 0 et (D2) est la droite d’équation
y − z + 1 = x + y = 0.

Réponse 67
Rappelons la méthode générale pour trouver une perpendiculaire commune à deux droites (D1)
et (D2) de l’espace non parallèles. On détermine dans l’ordre :

— u⃗ et v⃗ des vecteurs directeurs respectifs de (D1) et (D2) ;

— n⃗ = u⃗ ∧ v⃗ ;

— P1 le plan contenant (D1) et dont n⃗ est un vecteur directeur ;

— B l’intersection de P1 et (D2).

La perpendiculaire commune de (D1) et (D2) est la droite passant par B et de vecteur
directeur n⃗.

1. On a successivement

— u⃗ = (2, 1, −1) et v⃗ =

3
2
4

 ∧

1
1
1

 =

−2
1
1

 ;
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— n⃗ = u⃗ ∧ v⃗ =

2
0
4

 ;

— Le point A(3, 1, 2) est un point de (D1) et P1 est dirigé par u⃗ et v⃗. On a donc
M(x, y, z) ∈ P1 si et seulement si −−→

AM.(u⃗ ∧ n⃗) = 0. Une équation de P1 est donc
2x − 5y − z + 1 = 0.

— Les coordonnées du point B intersection de P1 et (D2) sont solutions du système :
2x − 5y − z = −1

3x + 2y + 4z = −8
x + y + z = 0

La résolution du système donne B(3, 5/2, −11/2).

La perpendiculaire commune (∆) a donc pour équation paramétrique :
x = 3 + t

y = 5/2
z = −11

2 + 2t

Finalement, pour calculer la distance de (D1) à (D2), on cherche les coordonnées de A

l’intersection de (D1) et (∆). On trouve A(6, 5/2, 1/2). Finalement, la distance recherchée
est AB = 3

√
5.

2. On reprend la même méthode et on trouve :

— u⃗ = (−1, 0, 1) et v⃗ = (1, −1, −1) ;
— n⃗ = (1, 0, 1) ;
— P1 d’équation y = −1.
— B(1, −1, 0).

La perpendiculaire commune (∆) a donc pour équation paramétrique
{

x = 1 + t, y = −1, z = t , t ∈
R. Le point A d’intersection de (D1) et (∆) a pour coordonnées A(3/2, −1, 1/2). La dis-
tance de (D1) à (D2) est donc AB =

√
2/2.

Exercice 68 Déterminant de Gram (1850-1916)
Soit (E, ⟨./.⟩) un espace Euclidien. Pour tout n ∈ N∗ et toute famille (x1, ..., xn) ∈ En on définit
la matrice G(x1, · · · , xn) ∈ Mn (R) par :

G(x1, · · · , xn) = (⟨xi/xj⟩)1≤i,j≤n

1. Voir la solution Montrer que si (x1, · · · , xn) est liée alors det (G(x1, · · · , xn)) = 0 .

2. On suppose désormais que la famille (x1, · · · , xn) est libre et on pose

F = V ect(x1, · · · , xn).
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(a) Voir la solution On note M = MatB(x1, · · · , xn) où B est une base orthonormée de
F . Exprimer G(x1, ..., xn) en fonction de M et de tM et en déduire que

det (G(x1, ..., xn)) > 0.

(b) Voir la solution Montrer que :

∀x ∈ E, d (x, F ) =

√
det (G(x, x1, ..., xn))
det (G(x1, ..., xn))

Réponse 68

1. Revenir à la question Soient α1, · · · , αn ∈ R non tous nuls tels que
n∑

i=1
αixi = 0. Alors

pour tout i ∈ [[1, n]] on a
n∑

j=1
αj⟨xi/xj⟩ = ⟨xi/

n∑
j=1

αjxj⟩ = 0, donc, si on note C1, · · · , Cn

les colonnes de G(x1, ..., xn), alors
n∑

j=1
αiCi = 0. La famille des matrices colonnes de

G(x1, ..., xn) est liée, donc det (G(x1, ..., xn)) = 0.

2.

(a) Revenir à la question Remarquons que pour tout j ∈ [[1, n]], la j-ème colonne de M

est la matrice Xj = matB(xj), et remarquons aussi que pour tout i, j ∈ [[1, n]] , le
(i, j)-ème terme de la matrice tM.M est : tXiXj = ⟨xi/xj⟩, alors :

G(x1, ..., xn) =t M.M

Donc det G(x1, ..., xn) = (det M)2 ≥ 0, et puisque la famille (x1, ..., xn) est libre,
alors M est inversible puis det (G(x1, ..., xn)) > 0.

(b) Revenir à la question Posons x = xF + xF ⊥ avec xF ∈ F et xF ⊥ ∈ F ⊥. Alors
⟨x/x⟩ = ∥xF ∥2 + ∥xF ⊥∥2, d(x, F ) = ∥xF ⊥∥, et pour tout i ∈ [[1, n]] , ⟨x/xi⟩ =
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⟨xi/x⟩ = ⟨xi/xF ⟩. Donc

det(G(x, x1, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥xF ∥2 + ∥xF ⊥∥2; ⟨x1/xF ⟩; . . . ; ⟨xn/xF ⟩

⟨x1/xF ⟩; ⟨x1/x1⟩; . . . ; ⟨x1/xn⟩
...

...
...

⟨xn/xF ⟩; ⟨xn/x1⟩; . . . ; ⟨xn/xn⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥xF ⊥∥2 ∗ . . . ∗

0 ⟨x1/x1⟩ . . . ⟨x1/xn⟩
...

...
...

0 ⟨xn/x1⟩ . . . ⟨xn/xn⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ det (G(xF , x1, ..., xn))

= ∥xF ⊥∥2 det (G(x1, ..., xn)) + 0

Conclusion :

d (x, F ) =

√
det (G(x, x1, ..., xn))
det (G(x1, ..., xn))

4.3 Matrices orthogonales

Exercice 69

Soit A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

1. Démontrer que A ∈ SO3(R).
2. Déterminer un vecteur unitaire e1 tel que Ae1 = e1.

3. Déterminer une base orthonormale (e2, e3) de Vect(e1)⊥.

4. Expliciter P ∈ O3(R) et θ ∈ R tel que

A = P

1 0 0
0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

P −1.

Réponse 69

1. Les vecteurs colonnes sont unitaires et deux à deux orthogonaux, donc A ∈ O3(R). On
remarque aussi, facilement, que det(A) = 1, d’où A ∈ SO3(R). On peut remarquer aussi
que les vecteurs colonnes forment un base orthonormale directe de l’espace M3,1 orienté
canoniquement, car la troisième colonne est égale au produit vectoriel des deux premières.
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2. Il est facile de vérifier que l’espace propre associé à 1 est Vect(e1), où

e1 = 1√
3

1
1
1

 .

3. On remarque que u =

x

y

z

 est dans vect(e1)⊥ si et seulement si x + y + z = 0. Une base

de vect(e1)⊥ est donc donnée par (u2, u3), où

u2 =

−1
1
0

 et u3 =

−1
0
1

 .

On peut lui applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et on trouve une
base orthonormale (e2, e3) de vect(e1)⊥, mais il est plus facile d’obtenir e3 comme étant

le produit vectoriel de e1 et e2,, i.e., e3 = e1 ∧ e2, avec e2 = 1√
2

−1
1
0

. On trouve alors

e3 = 1√
6

−1
−1
2

 .

La famille (e1, e2, e3) est alors une base orthonormée de R3.

4. Le cours nous dit que A est une rotation d’axe vect(e1). Notons P la matrice orthogonale
de passage de la base canonique à (e1, e2, e3). Alors un petit calcul montre que

P −1AP = P T AP =

1 0 0
0 −1

2

√
3

2
0 −

√
3

2
−1
2

 .

La matrice P précédente et le réel θ = −2π
3 conviennent.

Exercice 70
Caractériser géométriquement l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à

A = 1
9

 −8 4 1
4 7 4
1 4 −8

 .

Réponse 70
On remarque que la matrice A est symétrique et orthogonale. L’endomorphisme canoniquement
associé est donc une symétrie orthogonale. Pour le déterminer complètement, il suffit de déter-
miner l’ensemble de ses points invariants. On résout donc l’équation AX = X, et on trouve
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que l’ensemble des points invariants est F = vect(1, 4, 1). A est donc la matrice, dans la base
canonique, de la symétrie orthogonale par rapport à F , ou encore du retournement par rapport
à F .

Exercice 71
Caractériser l’endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est

A = 1
3

 2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2

 .

Réponse 71
On vérifie que les colonnes de A forment une base orthonormée. Ainsi, f est un endomorphisme
orthogonal. De plus, det(A) = 1. f est donc une rotation. Cherchons son axe en cherchant ses
points fixes. L’équation AX = X donne que l’axe est la droite vect(1, 1, 1). Posons u = (1, 1, 1).
Pour déterminer l’angle de cette rotation, que l’on note θ, on remarque qu’en écrivant la matrice
de f sous forme réduite, on a Tr(A) = 1+2 cos θ. Or, Tr(A) = 2, et donc cos(θ) = 1

2 , soit θ = ± π
3

modulo 2π. Pour conclure quant au signe de θ, on peut remarquer que, posant v = (1, −1, 0),
qui est orthogonal à u, alors la base (u, v, f(v)) est directe, ce qui signifie que θ ∈]0, π[ modulo
2π. On en déduit donc que f est la rotation d’axe dirigé par (1, 1, 1) et d’angle π/3.

Exercice 72
L’espace R3 est muni de sa structure canonique usuelle d’espace euclidien orienté. La base
canonique est noté (⃗i, j⃗, k⃗). Le vecteur (1, 1, 1) = i⃗ + j⃗ + k⃗ est noté v⃗. Dans cet exercice, on
souhaite calculer la matrice M dans la base canonique de la rotation r d’axe Rv⃗ et d’angle 2π/3.

— Méthode 1 : en étudiant la restriction de r au plan affine P d’équation x + y + z = 1,
déterminer la matrice M .

— Méthode 2 : En utilisant la matrice de r dans une base orthonormée directe donc le premier
vecteur est le vecteur 1√

3 v⃗, déterminer M .

Réponse 72

— Utilisons les notations affines suivantes : O = (0, 0, 0), A = O + i⃗, B = O + j⃗, C = O + k⃗.
Alors ABC est un triangle équilatéral du plan P . De plus, la droite affine O + Rv⃗ est
orthogonale au plan P et elle coupe ce plan en (1/3, 1/3, 1/3), centre de gravité du triangle
équilatéral ABC. Donc la restriction de r au plan P transforme A en B, B en C et C en
A. Ceci permet de conclure que r(⃗i) = j⃗, r(⃗j) = k⃗ et r(k⃗) = i⃗. Donc

M =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
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Cette méthode est facile mais un peu particulière puisqu’elle dépend fortement de la nature
géométrique de r. La méthode de la question 2 est plus générale.

— Soit e1 = 1√
3 v⃗ = (1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3). Le vecteur e2 = 1√

2 (1, −1, 0) est unitaire et ortho-
gonal à e1. Posons ensuite e3 = e1 ∧ e2, de sorte que

e3 = 1√
6

(1, 1, −2).

La famille B = (e1, e2, e3) est une base orthonormée directe de R3. La matrice de r dans
cette base est

M1 =

 1 0 0
0 cos(2π/3) − sin(2π/3)
0 sin(2π/3) cos(2π/3)

 =

 1 0 0
0 −1/2 −

√
3/2

0
√

3/2 −1/2

 .

La matrice de passage de la base canonique à la base (e1, e2, e3) est

P =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3 0 − 2√

6

 .

Par les formules de changement de base, on a

M = PM1P T .

Tout calcul fait, on retrouve bien sûr la même matrice qu’à la première question !

Exercice 73
Déterminer les réels a, b, c, d, e tels que la matrice

A =


1√
2

1√
3 c

a 1√
3 d

1√
2 b e


représente une rotation de R3.

Réponse 73
A va représenter une rotation si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une base ortho-
normée directe de R3. Pour que la première colonne soit de norme 1, il faut et il suffit de a = 0.
Pour que la deuxième colonne soit orthogonale à la première, il faut et il suffit que b = − 1√

3 .
Remarquons que dans ce cas la deuxième colonne est bien de norme 1. Pour déterminer c, d, e,
plusieurs méthodes sont envisageables :

— La plus simple est d’utiliser le produit vectoriel. Si (u, v) est une famille orthonormale,
le seul vecteur w tel que (u, v, w) forme une base orthonormée directe est w = u ∧ v. On
trouve alors facilement que c = − 1√

6 , d = 2√
6 et e = 1√

6 .

page 77



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s

C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

— On écrit toutes les relations connues : l’orthogonalité de la première et de la troisième
colonne donne c + e = 0, celle de la deuxième et de la troisième donne c + d − e = 0. On
obtient alors c = −e et d = 2e. Sachant que c2 + d2 + e2 = 1, ceci permet de déterminer e

au signe près. On calcule alors le déterminant de la matrice A, qui doit être égal à 1, pour
trouver le signe de e.

Exercice 74
Soient (a, b, c) ∈ R3, on pose S = a + b + c, σ = ab + bc + ca, et

M =

 a b c

c a b

b c a

 .

1. Démontrer que M ∈ O3(R) si et seulement σ = 0 et S = ±1.

2. Démontrer que M ∈ SO3(R) si et seulement σ = 0 et S = ±1.

Réponse 74

1. On sait que M ∈ O3(R) si et seulement si les colonnes forment une base orthonormale de
R3. Or, le produit scalaire de deux colonnes différentes est toujours égal à σ, et la norme
de chaque colonne vaut (a2 + b2 + c2)1/2. On a donc

M ∈ O3(R) ⇐⇒ σ = 0 et (a2 + b2 + c2) = 1.

Or, si σ = 0, on a
S2 = a2 + b2 + c2 + 2σ = a2 + b2 + c2.

On en déduit donc que

M ∈ O3(R) ⇐⇒ σ = 0 et S2 = 1 ⇐⇒ σ = 0 et S = ±1.

2. On a

M ∈ SO3(R) ⇐⇒ M ∈ O3(R) et det(M) = 1 ⇐⇒ σ = 0 et S = ±1 et det(M) = 1.
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Calculons le déterminant de M . On a

det(M) =

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a + b + c b c

a + b + c a b

a + b + c c a

∣∣∣∣∣∣∣
= (a + b + c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 b c

1 a b

1 c a

∣∣∣∣∣∣∣
= S

∣∣∣∣∣∣∣
1 b c

0 a − b b − c

0 c − b a − c

∣∣∣∣∣∣∣
= S(a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca)

= S(S2 − 3σ).

Maintenant, si on sait déjà que S = ±1 et σ = 0, alors det(M) = S, et donc det(M) = 1
est équivalent à S = 1.

4.4 isométries affines

Exercice 75
On se place dans le plan affine euclidien R2 muni du repère affine à origine fixée usuel. Soient
A = (0, 3), B = (2, 1), C = (2, 3) et D = (0, 1) quatre points.

1. Montrer que les droites(AB) et (CD) sont orthogonales et expliciter les coordonnées de
leur point d’intersection.

2. Prouver l’existence d’une rotation r qui envoie A sur C, C sur B, B sur D et D sur A.
Expliciter l’expression analytique de cette rotation.

3. Montrer que r est l’unique isométrie de R2 qui envoie A sur C, C sur B, B sur D et D

sur A.

Réponse 75
On a (AB) et (CD) sont caractérisées par leur équations cartésiennes :

(AB) :

∣∣∣∣∣x y − 3
2 1 − 3

∣∣∣∣∣ = 0

c’est-à-dire
(AB) : x + y = 3
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et

(CD) :

∣∣∣∣∣x − 2 y − 3
−2 1 − 3

∣∣∣∣∣ = 0

c’est-à-dire
(CD) : x − y = −1.

Les droites sont perpendiculaires car le produit scalaire de −−→
AB = (2, −2) et de −−→

CD = (−2, −2)
s’annule. Les droites s’intersectent en Ω := (1, 2)

•

•

•

•

•

A

B

C

D

Ω

En inspectant la figure, on voit que la rotation de centre ω et d’angle −π/2 réalise les
correspondances de l’énoncé. On vérifie cette affirmation par le calcul : on pose

r(P ) = r(W + −WP ) = W +
(

0 1
−1 0

)
− WP

c’est-à-dire, en utilisation l’écriture matricielle,(
x

y

)
7−→

(
1
2

)(
0 1

−1 0

)(
x − 1
y − 2

)
=
(

y − 2
1 − x

)
.

Le reste, c’est du calcul. L’unicité découle du fait qu’une application affine du plan sur lui-même
est entièrement déterminée par les images de trois points non alignés.

Exercice 76 Solution
Déterminer la nature et les éléments des transformations affines f et g d’un plan Euclidien
orienté P dont les expression analytique dans un repère cartésien orthonormé direct (0,

−→
i ,

−→
j )

sont données par :

1. Voir la solution 
x′ = 3

5x − 4
5y + 1

y′ = −4
5x − 3

5y
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2. Voir la solution 
x′ =

√
2

2 x −
√

2
2 y

y′ =
√

2
2 x +

√
2

2 y + 1

Réponse 76

1. Revenir à la question f est une application affine dont la partie linéaire
−→
f admet l’ex-

pression analytique suivante : x′ = 3
5x − 4

5y

y′ = −4
5x − 3

5y.

Elle admet donc, dans la base (−→i ,
−→
j ), la matrice A =

 3
5 −4

5
−4

5 −3
5

. C’est une matrice

orthogonale négative car ces vecteurs lignes forment une b.o.n de R2 et son déterminant
est égal à −1. On en déduit alors que f est soit une réflexion, soit une réflexion glissée.
Pour cela, calculons f2 = f ◦ f . On sait d’avance que c’est une translation d’un certain
vecteur −→v . Si −→v = 0, il s’agira d’une réflexion, sinon, c’est une réflexion glissée de vecteur
1
2

−→v . Pour tout (x, y) ∈ R2, si on pose f(x, y) = (x′, y′) et f(x′, y′) = (x′′, y′′) alors

x′′ = 3
5x′ − 4

5y′ + 1

= 3
5(3

5x − 4
5y + 1) − 4

5(−4
5x − 3

5y) + 1

= x + 8
5

et
y′′ = −4

5x′ − 3
5y′

= −4
5(3

5x − 4
5y + 1) − 3

5(−4
5x − 3

5y)

= y − 4
5

Il s’agit donc de la symétrie glissée de vecteur −→u = (4
5 , −2

5), Pour déterminer l’axe de
cette réflexion on résout le système t−−→u ◦ f(x, y) = (x, y) dans R2. Pour tout (x, y) ∈ R2

on a

t−−→u ◦ f(x, y) = (x, y) ⇐⇒


3
5x − 4

5y − 4
5 + 1 = x

−4
5x − 3

5y + 2
5 = y.

⇐⇒ 2x + 4y − 1 = 0
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Conclusion : f est la symétrie glissée de vecteur −→u = (4
5 ,

2
5) et d’axe la droite d’équation

2x + 4y − 1 = 0.

2. Revenir à la question Sa partie linéaire, dont la matrice dans la base (−→i ,
−→
j ) est

(
cos π/4 − sin π/4
sin π/4 cos π/4

)
,

est une rotation vectorielle d’angle π/4. Comme π/4 ̸= 0 [2π], alors g est la rotation affine
d’angle π/4 et de centre l’unique point fixe Ω(a, b) de g. Déterminer Ω. On a

√
2

2 a −
√

2
2 b = a

√
2

2 a +
√

2
2 b + 1 = b

⇐⇒

(
√

2 − 2)a =
√

2b
√

2a + (
√

2 − 2)b = −2

⇐⇒

b =
√

2 − 2√
2

a

√
2a + (

√
2 − 2)b = −2

⇐⇒

b =
√

2 − 2√
2

a

2a + (
√

2 − 2)2a = −2
√

2

⇐⇒

b =
√

2 − 2√
2

a

(8 − 4
√

2)a = −2
√

2

⇐⇒


b =

√
2 − 2√

2
a

a = −2
√

2
8 − 4

√
2

= −
√

2(2 +
√

2)
8

⇐⇒


b = 1

4
a = −2

√
2

8 − 4
√

2
= −

√
2 − 1
4

Exercice 77
Soir E un espace vectoriel euclidien orienté muni dune base orthonormée directe B = (i, j, k).
Former la matrice A dans B de la rotation vectorielle f d’axe orienté par i + j + k et d’angle 2π

3
Réponse 77

Posons u =
√

3
3 (i + j + k), v =

√
2

2 (i − j) et w = u ∧ v =
√

6
6 (i + j − 2k). La famille B′ =

(u, v, w) est une b.o.n.d, et la matrice de f dans cette base est

M =

1 0 0
0 cos 2π

3 − sin 2π
3

0 sin 2π
3 cos 2π

3

 =

1 0 0
0 1

2 −
√

3
2

0
√

3
2

1
2

 .
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Ainsi, on peut exprimer A en utilisant la matrice de passage P de la base B vers B′. Comme il
s’agit de deux b.o.n, alors P est une matrice orthogonale, c’est à dire que tP.P = I3. Ainsi,

A = P × M ×t P, avec P =



√
3

3

√
2

2

√
6

6√
3

3 −
√

2
2

√
6

6√
3

3 0 −
√

6
3

 .

On peut aussi, à partir la matrice de passage tP de la base B′ vers B, déduire que i =
√

3
3 .u +

√
2

2 .v +
√

6
6 .w, j =

√
3

3 .u −
√

2
2 .v +

√
6

6 .w, k =
√

3
3 .u −

√
6

3 .w et par suite trouver que :

f(i) =
√

3
3 .u +

√
6

3 .w

= 2
3 .i + 2

3 .j − 1
3k

f(j) =
√

3
3 .u −

√
2

2 .v −
√

6
6 .w

= −1
3 .i + 2

3 .j + 2
3 .k

et
f(k) =

√
3

3 .u −
√

6
3 .w

= 2
3 .i − 1

3 .j + 2
3 .k

Comme conséquence,

A = 1
3

 2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2

 .

Remarque : On pourra aussi utiliser expression x = ⟨x/u⟩.u + ⟨x/v⟩.v + ⟨x/w⟩.w, ce qui
donne

f(x) = ⟨x/u⟩.f(u) + ⟨x/v⟩.f(v) + ⟨x/w⟩.f(w)

= ⟨x/u⟩.u + 1
2 ⟨x/v⟩.

(
v +

√
3.w
)

+ 1
2 ⟨x/w⟩.

(
−

√
3v + w

)
= ⟨x/u⟩.u + 1

2
(
⟨x/v⟩ −

√
3⟨x/w⟩

)
.v + 1

2
(√

3⟨x/v⟩ + ⟨x/w⟩
)

.w

puis on applique cette formule pour x = i, j, k.

Exercice 78

On se place dans l’espace affine euclidien usuel R3. On note B la base canonique de R3. On

page 83



Gé
om

ét
ri

e
ve

ct
or

ie
ll

e
Eu

cl
id

ie
nn

e
Gé

om
ét

ri
e

af
fi

ne
da

ns
le

pl
an

Gé
om

ét
ri

e
en

di
me

ns
io

n
3

Tr
an

sf
or

ma
ti

on
s

af
fi

ne
s

Gé
om

ét
ri

e
et

no
mb

re
s

co
mp

le
xe

s

C.R.M.E.F Rabat-Salé-Kénitra
Annexe de Kénitra

Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

considère l’application f : R3 → R3 qui à (x, y, z) associe

f(x, y, z) =
(

1
3(2x − 2y + z + 1), 1

3(2x + y − 2z + 2), 1
3(x + 2y + 2z + 5)

)
.

1. Montrer que f est une isométrie affine dont on déterminera le genre (directe ou indirecte).

2. Donner les éléments caractéristiques de l’application linéaire f associée à f .

3. Déterminer les points fixes de f .

4. Quelle est la nature de f ? Déterminer sa décomposition canonique.

Réponse 78

1. La matrice associée à
−→
f dans la base canonique est

A = 1
3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

 .

De plus, det(A) = 1
33 × 27 = 1 et AAT = I3, ainsi, f est une isométrie affine directe.

2. On va étudier ses valeurs et sous-espaces propres. On a

χA(t) = 1
27

∣∣∣∣∣∣∣
2 − 3t −2 1

2 1 − 3t −2
1 2 2 − 3t

∣∣∣∣∣∣∣
= 1

27((2 − 3t)2(1 − 3t) + 4 + 4 + 8(2 − 3t) − (1 − 3t))

= 1
27(27 − 45t + 45t2 − 27t3)

= 1
3(3 − 5t + 5t2 − 3t3)

= 1 − 5
3 t + −5

3 t2 − t3

= −(t − 1)
(

t − 1 − 2i
√

2
3

)(
t − 1 + 2i

√
2

3

)

On conclut que
−→
f est une rotation vectorielle d’axe de rotation le sous-espace D =

Vect((1, 0, 1)) (sous-espace propre associé à la valeur propre 1), et d’angle θ tel que

cos θ = 1
3 et sin θ = 2

√
2

3 . Le sous-espace vectoriel de dimension 2 fixé par cases est
D⊥ = V ect(((0, 1, 0), (1, 0, −1)).
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3. Il faut résoudre le système linéaire f(x, y, z) = (x, y, z), c’est-à-dire le système
−x − 2y + z = −1

2x − 2y − 2z = −2

x + 2y − z = −5

qui n’a aucune solution (il suffit de regarder la première et la troisième équation). Donc
Fix(f) = ∅.

4. D’après les points précédents, on en déduit que f est un vissage. Il reste à déterminer son
axe de rotation et le vecteur de translation (le long de cet axe).

Remarque. L’axe de rotation de f est le seul sous-espace affine invariant (fixé par f) de
direction D = Vect((1, 0, 1)).

On considère une droite quelconque de direction D,

La,b : (x, y, z) = (a, b, 0) + t(1, 0, 1), t ∈ R.

(Pourquoi peut-on limiter la recherche à ce type de droites ?) On veut trouver a et b tels
que pour tout t ∈ R il existe st ∈ R tel que f(a + t, b, t) = (a + st, b, st). On arrive au
système de trois équations avec trois inconnues,

a + 2b + 3s = 3t + 1

2a − 2b = −2

a + 2b − 3s = −3t − 5

qui est équivalent au système 
a + 2b + 3s = 3t + 1

a − b = −1

a + 2b = −2

qui admet une solution unique donnée par a = −4
3 , b = −1

3 et st = t + 1. En conclusion, f
est la composée de la rotation d’axe D et d’angle θ composée avec la translation de vecteur
(1, 0, 1).

Exercice 79
Dans R3, espace vectoriel euclidien orienté rapporté à la base orthonormée directe (i, j, k),
déterminer l’image du plan d’équation x + y = 0 par :

1. la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation x − y + z = 0,

2. la symétrie orthogonale par rapport au vecteur (1, 1, 1),
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3. la rotation d’angle π
4 autour du vecteur (1, 1, 1).

Réponse 79
Notons P le plan d’équation x + y = 0 dans la base B = (i, j, k). Le plan P est celui dont le
vecteur normal est n = i + j.

1. Soit s la symétrie orthogonale par rapport au plan P ′. La symétrie de P par rapport à ce
plan est donnée par s(P ).

Le vecteur normal de s(P ) est s(n). Or, le vecteur normal n appartient au plan P ′. Par
conséquent, s(n) = n et donc s(P ) = P .

Ainsi, la symétrie orthogonale par rapport au plan P ′ conserve le plan P :

s(P ) = P.

2. Notons σ la symétrie orthogonale par rapport au vecteur u = (1, 1, 1). La symétrie de P

par rapport à ce vecteur est donnée par σ(P ).

Le vecteur normal de σ(P ) est σ(n). En appliquant la formule de la symétrie orthogonale
par rapport à un vecteur, on a :

σ(n) = 2 n · u

∥u∥2 u − n.

Calculons chaque terme :

n = (1, 1, 0), u = (1, 1, 1), ∥u∥2 = 3, n · u = 2.

Ainsi :
σ(n) = 2 · 2

3(1, 1, 1) − (1, 1, 0) = 4
3(1, 1, 1) − (1, 1, 0) = 1

3(1, 1, 4).

Donc le vecteur normal du plan σ(P ) est (1, 1, 4), et l’équation de σ(P ) est :

x + y + 4z = 0.

3. Notons r la rotation d’angle π
4 autour du vecteur unitaire u = 1√

3 (1, 1, 1). La rotation de
P est donnée par r(P ).

Le vecteur normal de r(P ) est r(n). La formule de la rotation d’angle θ autour du vecteur
unitaire u est :

r(n) = cos(θ)n + (1 − cos(θ))(n · u)u + sin(θ)(u ∧ n).

Pour θ = π
4 , on a :

cos
(π

4

)
= 1√

2
, sin

(π

4

)
= 1√

2
.

Calculons les termes :

n = (1, 1, 0), u = 1√
3

(1, 1, 1), n · u = 2√
3

, (n · u)u = 2
3(1, 1, 1).
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Ensuite, calculons le produit vectoriel u ∧ n :

u ∧ n = 1√
3

(1, 1, 1) ∧ (1, 1, 0) = 1√
3

(−1, 1, 0).

En remplaçant dans la formule de r(n) :

r(n) = 1√
2

(1, 1, 0) +
(

1 − 1√
2

)
· 2

3(1, 1, 1) + 1√
2

· 1√
3

(−1, 1, 0).

Simplifions chaque terme :

r(n) = 1√
2

(1, 1, 0) +
(√

2 − 1√
2

)
· 2

3(1, 1, 1) + 1√
6

(−1, 1, 0).

Ce qui donne le vecteur normal du plan r(P ) :

r(n) = 1
3
√

2

(
3 + 2(

√
2 − 1) −

√
3, 3 + 2(

√
2 − 1) +

√
3, 2(

√
2 − 1)

)
.

Le calcul détaillé de la forme exacte de l’équation du plan r(P ) peut être simplifié, mais
ce vecteur normal détermine l’équation du plan résultant après rotation.
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Chapitre 5

Géométrie Euclidienne et
nombres complexes

5.1 Géométrie et nombres complexes

Exercice 80 Solution

Déterminer les nombres z ∈ C tels que :

1. z, z2, z4 sont alignés.

2. 1, z, z2 forment un triangle rectangle.

3. z,
1
z

, −i sont alignés.

Réponse 80

1. Soit z ∈ C. Si z = z2 ; c’est à dire lorsque z = 0 ou z = 1, alors les points z; z2; z4 sont

bien alignés, sinon pour qu’ils le soient, il faut et il suffit que z4 − z2

z − z2 ∈ R. Or, dans ce
cas,

z4 − z2

z − z2 ∈ R ⇔ z3 − z

1 − z
∈ R

⇔ z(z2 − 1)
1 − z

∈ R

⇔ z(z + 1) ∈ R
⇔ z2 + z = z2 + z

⇔ (z − z) (z + z + 1)

⇔ z ∈ R ou z ∈ −1
2 + iR

Donc l’ensemble des nombres complexes z de sorte que points z; z2; z4 soient alignés est :

R ∪
{

− 1
2 + ib : b ∈ R

}
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2. D’abord, 1; z; z2 sont distincts deux à deux si et seulement si z ̸= 1, z ̸= −1 et z ̸= 0. Dans
ce cas, pour que les points 1; z; z2 forment un triangle rectangle dans le plan complexe, il

faut et il suffit que z2 − 1
z − 1 ∈ iR, z2 − z

1 − z
∈ iR, ou z − z2

1 − z2 ∈ iR ; c’est à dire que z ∈ −1+iR,

z ∈ iR ou z

1 + z
∈ iR. Or z

1 + z
∈ iR si et seulement si z est situé sur le cercle de diamètre

le segment d’extrémités −1 et 0, qui n’est autre que le cercle C
(

1
2 ,

1
2

)
de centre 1

2 et

de rayon 1
2 . Conclusion : L’ensemble des complexes z ∈ C de sorte que les points 1, z, z2

forment un triangle rectangle est

(−1 + iR) ∪ R∗ ∪ C
(

1
2 ,

1
2

)

3. Pour tout z ∈ C∗, les points z,
1
z

, −i sont alignés si et seulement z = −i ou bien 1 + zi

z2 + zi
∈

R. Or
1 + zi

z2 + zi
∈ R ⇐⇒ 1 + zi

z2 + zi
= 1 + zi

z2 + zi
⇐⇒ (z + z) (z − z + i − izz)
⇐⇒ z ∈ iR ou (z − i) (z + i) = 1
⇐⇒ z ∈ iR ou

∣∣∣z − i
∣∣∣ =

√
2

Donc l’ensemble des nombres complexes z de sorte que z,
1
z

, −i soient alignés est la réunion
de iR∗ et le cercle de centre i et de rayon

√
2.

Exercice 81 Solution

Trouver a, b, c ∈ U tels que

a + b + c = 1

abc = 1
Réponse 81

Supposons que a, b et c vérifient les hypothèses de l’exercice.

- Si b ̸= −a et b ̸= −c alors {0, a, a + b, a + b + c} est un losange. Puisque les diagonales ont
le même milieu alors a + b = a + a + b + c. Comme a + b + c = 1 alors b = 1 et a = −c, et
puisque abc = 1 alors a = ±i

- Si b = −a alors c = 1 et b = ±i

- Si b = −c alors a = 1 et b = ±i

Les réciproque étant évidentes on conclut alors que : {a, b, c} = {1, i, −i}

Exercice 82 Solution
Soient u, v, w trois complexes unitaires tels que u + v + w = 0.
Montrer que u = jv = j2w ou u = jw = j2v.
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Réponse 82
Si u, v, w sont de tels complexes, alors {0, w, −u = w + v} est un triangle équilatéral et par la
suite −u = e

±iπ
3 .w ; c’est à dire que u = j2w ou u = jw.

- Si u = jw et j2v = j2(−u − w) = j2(−1 − j2)u = u ; car 1 + j + j2 = 0 et j3 = 1

- De la même manière, si u = j2w alors u = jv = j2w.

Exercice 83 Indication Solution
Déterminer les nombres complexes z ∈ C vérifiant

∣∣∣z − 5
z − 2

∣∣∣ =
√

2
Réponse 83

Pour tout z ∈ C on a :

|z − 5
z − 2 | =

√
2 ⇐⇒ z ̸= 2 et |z − 5| =

√
2|z − 2|

⇐⇒ |z − 5|2 = 2|z − 2|2, 2 ne vérifie pas cette relation
⇐⇒ zz − 5 (z + z) + 25 = 2zz − 4 (z + z) + 8
⇐⇒ zz + (z + z) − 17 = 0
⇐⇒ (z + 1) (z + 1) = 18
⇐⇒ |z + 1|2 = 18

L’ensemble de solutions est donc le cercle de centre −1 et de rayon
√

18 = 3
√

2

Exercice 84 Solution
Résoudre dans C le système suivant : (z + 1)n = zn = 1.

Réponse 84
Soit z ∈ C et supposons que (z + 1)n = zn = 1. Alors |z + 1| = |z| = 1 et par la suite z est sur
le cercle unité et sur la médiatrice du segment joignant les points −1 et 0. Ainsi z = j ou z = j.
Par ailleurs, si z = j ou z = j alors

zn = 1 ⇐⇒ n ∈ 3N

et
(z + 1)n = 1 ⇐⇒ n ∈ 6N.

Conclusion : Si n ∈ N alors ce système admet deux solution ; j et j, sinon il n’admet aucune
solution.

Exercice 85 Solution
Soient a, b, c ∈ C distincts et j = e

2iπ
3 . Rappelons que j3 = 1, j2 = j et j2 + j + 1 = 0. Montrer

que les propositions suivantes sont équivalentes :

1. {a, b, c} est un triangle équilatéral.

2. j ou j2 est racine de az2 + bz + c = 0.
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3. a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc.

Réponse 85

(1) ⇔ (2) {a, b, c} est un triangle équilatéral si et seulement si b est l’image de c par la rotation
de centre a et d’angle ±π

3 ; c’est à dire que b − a = ei π
3 (c − a) ou c − a = ei π

3 (b − a). Or

b − a = ei π
3 (c − a) ⇐⇒ b = ei π

3 c +
(
1 − ei π

3
)

a

⇐⇒ b = −j2c +
(
1 + j2) a

⇐⇒ b = −j2c − ja

⇐⇒ aj2 + bj + c = 0

Par analogie,
c − a = ei π

3 (b − a) ⇐⇒ aj2 + cj + b = 0
⇐⇒ a

(
j2)2 + bj2 + c = 0

D’où le résultat.

(2) ⇔ (3)
(2) ⇐⇒

(
aj2 + bj + c

) (
aj + bj2 + c

)
= 0

⇐⇒ a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc

⇐⇒ a2 + b2 + c2 + (ac + ba + cb) j2 + (ab + bc + ca) j

⇐⇒ a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc ; car 1 + j + j2 = 0

5.2 Transformations affines du plan complexe

Exercice 86
On se donne la similitude directe f du plan complexe C de rapport

√
2, d’angle π/4, et de centre

O d’affixe 0.

1. Voir la solution Déterminer l’écriture complexe de f .

2. On note A et B les points d’affixes respectives 1 et i.

(a) Voir la solution les affixes de A′ = f(A) et de B′ = f(B) ?
(b) Voir la solution Montrer qu’il existe une unique similitude directe g, dont on déter-

minera le rapport, l’angle et le centre, qui transforme A en B′, et B en A′.
(c) Voir la solution On pose h = g−1 ◦ f . Déterminer rapport, angle et centre de h.

Réponse 86

1. Revenir à la question Si A un point du plan complexe d’affixe z ∈ C, et z′ est l’affixe de
f(A) alors z′ =

√
2eiπ/4z = (1 + i) z.

2. On note A et B les points d’affixes respectives 1 et i.
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(a) Revenir à la question L’affixe de A′ est égal à 1 + i, et celui de B′ est égal à
(1 + i)i = −1 + i.

(b) Revenir à la question Il s’agit de résoudre dans dans R∗
+ × C le système :a + b = −1 + i

ai + b = 1 + i
(*)

Et il est clair que

∗ ⇔

a = −1 − i

b = 2i

Ainsi, il existe une unique similitude directe g qui transforme A en B′, et B en A′,
c’est la transformation dont l’écriture complexe est z′ = (−1 − i)z + 2i. Son rapport
est k = |−1 − i| =

√
2, son angle est Arg(−1 − i) = −3π

4 et son centre est le point Ω

d’affixe w ∈ C vérifiant w = (−1 − i)w + 2i ; donc w = 2i

2 + i
= 2 + 4i

5 .

(c) Revenir à la question h est une similitude directe de rapport k′ = 1√
2

×
√

2 = 1 et

d’angle θ ≡ π/4 + 3π/4 ≡ π [2π]. Pour son centre Ω, résolvons dans C l’équation
h(z) = z. En effet, pour tout z ∈ C on a

h(z) = z ⇔ g−1 ◦ f(z) = z

⇔ f(z) = g(z)
⇔ (1 + i)z = (−1 − i)z + 2i

⇔ z = 1 + i

2

Conclusion : h est une similitude directe de rapport 1, d’angle π et de centre Ω d’affixe
1 + i

2 . Ainsi, h est la symétrie centrale de centre Ω d’affixe 1 + i

2 .

Exercice 87
Déterminer, dans chacun des cas suivants, la nature et les éléments caractéristiques de la trans-
formation du plan complexe S définie par son écriture complexe :

1. Voir la solution z′ = 5z + 2i ;

2. Voir la solution z′ = z + 1 + 3i ;

3. Voir la solution z′ = ( 1
2 + i

√
3

2 i)z + 1
2 − i

√
3

2 i ;

4. Voir la solution z′ = (−1 + i)z + 2.

Réponse 87

1. Revenir à la question S est une homothétie de rapport 5 et de centre ω d’affixe w tel que
w = 5w + 2i. Donc S est l’homothétie de centre le point d’affixe − 1

2 i et de rapport 5.

2. Revenir à la question S est la translation de vecteur d’affixe 1 + 3i.
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3. Revenir à la question
∣∣ 1

2 +i
√

3
2
∣∣ = 1, donc S est une rotation d’angle θ = Arg( 1

2 +i
√

3
2 ) = π

3
et de centre Ω d’affixe w vérifiant w = ( 1

2 + i
√

3
2 )w + 1

2 − i
√

3
2 , donc w = 1.

4. Revenir à la question | − 1 + i| =
√

2 ̸= 1, donc S est la similitude directe de rapport
√

2,
d’angle θ = Arg(−1 + i) = π

3 = 3π
4 et de centre son unique point fixe Ω, d’affixe w tel que

w = (−1 + i)w + 2, donc . D’où, w = 4
5 + 2

5 .

Exercice 88
Soit f une transformation du plan complexe dont l’expression est f(z) = z′ = az + b, où a est
un nombre complexe non nul et b est un nombre complexe et posons |a| = k.

1. Que peut-on dire de f ?

2. On suppose que k = 1.

(a) Que peut-on dire de f dans ce cas ?
(b) En calculant f ◦f , préciser la nature de f en fonction de la valeur de ab+b, et montrer

comment déterminer ses éléments caractéristiques.
(c) Faites-le lorsque a = i et b = −1 + i, puis lorsque a = i et b = 1.

3. On suppose ici k ̸= 1. Montrer que f admet un unique point fixe que l’on notera ω, et
en déduire la nature de f et montrer comment déterminer ses éléments caractéristiques.
Faite le pour f : z → 3z + i. Calculer l’axe de son centre et une équation cartésienne de
son axe.

Réponse 88

1. f est une similitude indirecte de rapport k.

2. On suppose que k = 1.

(a) Si k = 1, f est une isométrie indirect. Donc, c’est, soit une réflexion, soit une réflexion
glissée. Dans les deux cas, f est la composée commutative tc ◦ s∆ d’une réflexion s∆

par rapport à une droite ∆ et d’une translation de vecteur c directeur de ∆. Dans ce
cas, f sera une réflexion si et seulement si u⃗ = 0⃗.

(b) Pour tout z ∈ C on a :
f ◦ f(z) = a.az + b + b

= k2z + ab + b

= z + ab + b.

Ainsi, f ◦ f est une translation de vecteur ab + b. Ce résultat était attendu, car,
d’après la question précédente, on fait remarquer que f est la composée commutative
tc ◦ s∆ d’une réflexion s∆ par rapport à une droite ∆, et d’une translation de vecteur
c directeur de ∆. Donc, f ◦ f = tc ◦ s∆ ◦ tc ◦ s∆ = tc ◦ tc ◦ s∆ ◦ s∆ = t2c. On peut
conclure alors que :

— Si ab + b = 0, alors f est la réflexion d’axe la droite ∆ d’équation f(z) = z,
— Si ab + b ̸= 0, alors f est la réflexion glissée d’axe la droite ∆ d’équation t−c ◦

f(z) = z, avec c = 1
2
(
ab + b

)
et de vecteur 1

2
(
ab + b

)
.
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Dans les deux cas, si a = eiθ, alors ∆ est une droite d’angle polaire θ/2.

(c) — Supposons que a = i et b = −1 + i. Dans ce cas on a k = 1 et ab + b = 0. De
plus, pour tout z ∈ C on a :

f(z) = z ⇐⇒ i.z − 1 + i = z

⇐⇒ i.z + 1 = z + 1
⇐⇒ eiπ/2.z + 1 = z + 1
⇐⇒ eiπ/4.z + 1 = e−iπ/4. (z + 1)
⇐⇒ e−iπ/4. (z + 1) = e−iπ/4. (z + 1)
⇐⇒ e−iπ/4. (z + 1) ∈ R
⇐⇒ e−iπ/4. (z + 1) = r, , avecc r ∈ R
⇐⇒ z = reiπ/4 − 1, , avecc r ∈ R

f est donc la réflexion d’axe la droite d’équation passant par −1 et d’angle polaire
π/4.

— Supposons que a = i et b = 1. Dans ce cas on a k = 1 et ab + b = i + 1 ̸= 0. De
plus, pour tout z ∈ C on a :

f(z) − 1 + i

2 = z ⇐⇒ i.z + 1 − 1 + i

2 = z

⇐⇒ 2i.z + 1 − i = 2z

⇐⇒ i.2z − 1 = 2z − 1
⇐⇒ e−iπ/4. (2z − 1) = r, , avecc r ∈ R
⇐⇒ 2z = reiπ/4 + 1, , avecc r ∈ R
⇐⇒ z = reiπ/4 + 1/2, , avecc r ∈ R

Donc, f est la réflexion glissée d’axe la droite passant par 1
2 et d’angle polaire

π/4, et de vecteur 1 + i

2 .

3. Supposons que k ̸= 1. Remarquons d’abord que si f admet un point fixe ω, alors ω est
aussi un point fixe de f ◦f2. Ainsi, on est ramené à résoudre dans C l’équation f ◦f(z) = z.
L’idée de penser aux points fixes de f ◦ f provient du fait que l’équation f ◦ f(z) = z est
plus simple à résoudre, car on s’y débarrasse du conjugué de z. En effet, pour tout z ∈ C
on a :

f ◦ f(z) = z ⇐⇒ i.z − 1 + i = z

⇐⇒ k2z + ab + b = z

⇐⇒ z = ab + b

1 − k2

Réciproquement, si on pose ω = ab + b

1 − k2 , il est facile de vérifier que f(ω) = ω. Comme

conséquence, f admet un unique point fixe ω = ab + b

1 − k2 . Ainsi, f est la similitude indirecte
de centre ω, de rapport k et d’axe la droite passant par ω et d’angle polaire θ/2, où θ est
l’argument de a. Pour le cas de f : z → 3z + i, alors f est la similitude indirecte de centre
ω = i

4 , de rapport 3 et d’axe la droite passant par i

4 et d’angle polaire 0, c’est à dire la
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droite d’équation cartésienne y = 1
4.

Exercice 89

1. Voir la solution Déterminer l’écriture complexe de la similitude indirecte du plan complexe
de rapport 2, de centre Ω d’affixe i et dont l’axe est l’axe imaginaire.

2. Voir la solution Déterminer l’écriture complexe de la similitude indirecte du plan complexe
qui transforme A(1 + i) en A′(2i) et B(−2 + i) en B′(−1 + i), puis

Réponse 89

1. Revenir à la question

— Première méthode. L’écriture complexe s’écrit sous la forme z′ = 2az + b pour un
certain a, b ∈ C. De plus, si z est un élément de l’axe imaginaire, donc de la forme
z = ix avec x ∈ R, alors son image par cette similitude coïncide avec son image par
l’homothétie de centre Ω et de rapport 2, c’est à dire que 2a.ix + b − i = 2 (ix − i).
Pour x = 0 on trouve b = −i, et pour x = 1 on trouve a = −1. Ainsi, l’écriture
complexe de cette similitude est z′ = −2.z − i.

— Deuxième méthode. C’est la composée commutative de la réflexion par rapport à l’axe
imaginaire, et l’homothétie de centre Ω et de rapport 2. Soit z, ∈ C, z′ son symétrique
orthogonal par rapport à l’axe imaginaire, et z′′ l’image de z′ par l’homothétie de

centre Ω et de rapport 2. Ainsi, arg(z′ − z

i
) = π/2 [π] et z′ + z

2 ∈ iR. Cela revient à
dire que z′ −z ∈ R et z′ +z ∈ iR, ou encore que, Im(z′) = Im(z) et Re(z′) = −Re(z),
donc z′ = −z. D’autre part, z′′−i = 2(z′−i), donc z′′ = 2z′−i = −2z−i. Finalement,
l’écriture complexe demandée est z′ = −2.z − i.

2. Revenir à la question L’écriture complexe s’écrit sous la forme z′ = az +b pour un certain
a, b ∈ C de sorte que a × 1 + i + b = 2i

a × −2 + i + b = −1 + i
(5.1)

La résolution de ce système est facile : a = 1 + i

3 et b = −1 + i

3 × (1 − i) + 2i = −2
3 + 2i.

Exercice 90 Solution Symétrique par rapport à une droite.
Soient A, B, M trois points du plan complexe ayant pour affixes a, b, z.
Calculer l’affixe du symétrique de M par rapport à la droite (AB).

Réponse 90
Soit M ′ le point symétrique de M par rapport à la droite (AB), et notons par a, b, z et z′ les
affixes des points A, B, M et M ′. Alors :
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
(MM ′) ⊥ (AB),

le milieu de [MM ′] est sur la droite (AB).

Ceci se traduit par 

z′ − z

b − a
= −z′ + z

b − a

z′+z
2 − a

b − a
=

z′+z
2 − a

b − a

ou encore 

z′ − z

b − a
= −z′ + z

b − a

z′ + z − 2b

b − a
= z′ + z − 2b

b − a

Et en faisant la différence des deux égalités on trouve

2z′ − 2b

b − a
= 2z′ − 2b

b − a

ce qui donne :

z′ = (b − a)(z − b)
b − a

+ b = (b − a)z + ab − ab

b − a

Exercice 91

Pour les coniques suivantes, déterminer la nature, les éléments caractéristiques et une équa-
tion réduite :

1. x2 − xy + y2 = 1
2. x2 +

√
3xy + x − 2 = 0

3. 2xy − 2
√

2x − 1 = 0
4. x2

4 −
√

3
2 xy + 3

4 y2 − (1 + 3
√

3)x − (3 −
√

3)y + 13 = 0

Réponse 91

1. Le discriminant de cette conique est −3. Elle est donc du genre ellipse. On commence par
tourner le repère. Pour cela, on remarque que les coefficients devant x2 et y2 sont égaux.
On en déduit que le changement de repère approprié est celui obtenu par une rotation
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d’angle π/4, soit en posant : {
x =

√
2

2 X −
√

2
2 Y

y =
√

2
2 X +

√
2

2 Y.

En remplaçant dans l’équation initiale, on trouve :

X2

2 + Y 2

2/3 = 1.

On obtient donc une ellipse centré en 0, de demi-grand axe a =
√

2 et de demi-petit axe√
2/

√
3. Les axes de l’ellipse sont les axes (OX) et (OY ), c’est-à-dire dans le repère initial

les droites y = x et y = −x.

2. Le discriminant de cette conique vaut 3. Elle est donc du genre hyperbole. On élimine les
termes en xy par rotation du repère. On fait une rotation d’angle θ tel que

tan(2θ) = b

a − c
=

√
3

soit une rotation d’angle π/6. On obtient alors{
x = 1

2 (X
√

3 − Y )
y = 1

2 (X + Y
√

3).

On obtient après simplifications l’équation

3
4X2 − 1

4Y 2 +
√

3
4 X − Y

4 = 1.

En reconnaissant le début du développement de deux carrés, on trouve

3
4

(
X +

√
3

6

)2

− 1
4

(
Y + 1

2

)2
= 1.

On a donc une hyperbole dont le centre a pour coordonnées dans le nouveau repère
(−

√
3/6; −1/2) et dont les asymptotes sont les droites d’équation Y = ±3X (a = 4/3,

b = 4, b/a = 3).

3. Le discriminant de cette conique est 4 − 4 × 0 = 4 > 0. Elle est donc du genre hyperbole.
On commence par tourner le repère. Pour cela, on remarque que les coefficients devant x2

et y2 sont égaux. On en déduit que le changement de repère approprié est celui obtenu
par une rotation d’angle π/4, soit en posant :{

x =
√

2
2 X −

√
2

2 Y

y =
√

2
2 X +

√
2

2 Y.

En remplaçant dans l’équation initiale, on trouve :

X2 − Y 2 − 2X + 2Y = 1.
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On reconnait le début du développement d’un carré, et la relation précédente s’écrit

(X − 1)2 − (Y − 1)2 = 1.

On a donc une hyperbole, de centre (1, 1) dans le nouveau repère (c’est-à-dire (0,
√

2) dans
l’ancien), d’asymptotes les droites d’équation (Y − 1) = ±(X − 1). Dans l’ancien repère,
les asymptotes ont pour équation x = 0 et y =

√
2.

4. Le discriminant de cette conique vaut 0 : elle est du genre parabole. On élimine les termes
en xy par rotation du repère. On fait une rotation d’angle θ tel que

tan(2θ) = b

a − c
=

√
3

soit une rotation d’angle π/6. On obtient alors{
x = 1

2 (X
√

3 − Y )
y = 1

2 (X + Y
√

3).

En remplaçant dans l’équation on obtient, après simplifications,

Y 2 − 6X + 2Y + 13 = 0 ⇐⇒ (Y + 1)2 − 1 − 6X + 13 = 0

⇐⇒ (Y + 1)2 = 6(X − 2).

On obtient une parabole de sommet ayant pour coordonnées (2, −1) dans le nouveau
repère, et de paramètre 3.

Exercice 92

Soit C la conique d’équation

x2 + 2axy + y2 + 4x − a2 = 0.

1. Déterminer, suivant la valeur de a, le type de C.

2. Dans le cas où C est une parabole, déterminer le paramètre, le foyer et la directrice.

3. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de a la conique C est un cercle, dont on donnera le
centre et le rayon.

4. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de a la conique C est la réunion de deux droites.

Réponse 92

1. Le discriminant de la conique vaut ∆ = (2a)2 −4 = 4(a2 −1). La conique est donc du type
ellipse si |a| < 1, du type parabole si |a| = 1, du type hyperbole si |a| > 1. Dans tous les
cas, on peut réduire l’équation de la conique en effectuant une rotation du repère d’angle
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π/4, soit en posant {
x =

√
2

2 X −
√

2
2 Y

y =
√

2
2 X +

√
2

2 Y.

L’équation de la conique devient

(1 + a)X2 + (1 − a)Y 2 + 2
√

2X − 2
√

2Y − a2 = 0.

2. On obtient une parabole lorsque a = ±1.

— Si a = 1, une translation X ′ = X +
√

2/2 et Y ′ = Y +
√

2/2 donne l’équation réduite
de la parabole X ′2 =

√
2Y ′. On en déduit le paramètre p =

√
2/2, le foyer X ′

F = 0,
Y ′

F =
√

2/4, soit xF = −1/4 et yF = −3/4, la directrice x − y = 2.
— Si a = −1, on effectue la translation X ′ = X et Y ′ = Y +

√
2/2 et on obtient l’équation

réduite Y ′2 =
√

2X ′. On en déduit le paramètre p =
√

2/2, le foyer xF = −1/4,
yF = 3/4 et la directrice x + y = 3/2.

3. On obtient un cercle lorsque |a| < 1 (type ellipse) et lorsque 1 + a = 1 − a, soit a = 0.
L’équation devient

X2 + Y 2 + 2
√

2X − 2
√

2Y = 0 ⇐⇒ (X +
√

2)2 + (Y −
√

2)2 = 4.

On obtient alors un cercle de centre Ω avec XΩ = −
√

2 et YΩ =
√

2, et de rayon 2.

4. Pour obtenir deux droites, il faut être du type hyperbole, c’est-à-dire vérifier |a| > 1. Pour
déterminer s’il s’agit de la réunion de deux droites, il faut encore simplifier l’équation :

(1 + a)X2 + (1 − a)Y 2 + 2
√

2X − 2
√

2Y − a2 = 0

⇐⇒ (1 + a)
(

X +
√

2
1 + a

)2

+ (1 − a)
(

Y −
√

2
1 − a

)2

= a2 + 2
1 + a

+ 2
1 − a

⇐⇒ (1 + a)
(

X +
√

2
1 + a

)2

+ (1 − a)
(

Y −
√

2
1 − a

)2

= −a4 + a2 + 4
1 − a2 .

On obtient donc la réunion de deux droites si et seulement si |a| > 1 et −a4 + a2 + 4 = 0,
c’est-à-dire si et seulement a = ±

√
1+

√
17

2 .

Exercice 93
Déterminer l’ensemble des centres, des sommets et des foyers des ellipses d’équation

λx2 + y2 − 2x = 0,

lorsque λ décrit R∗
+.

Réponse 93
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L’équation réduite de l’ellipse est :

λ2
(

x − 1
λ

)2
+ λy2 = 1.

Son centre est le point Ω(1/λ, 0), qui parcourt donc la demi-droite [Ox) lorsque λ décrit R∗. Les
sommets situés sur [Ox) (pour lesquels y = 0), sont les points O et A(2/λ, 0). A parcourt lui
aussi la demi-droite [Ox). Les sommets pour lesquels x = 1/λ sont les points

B

(
1
λ

,
1√
λ

)
et C

(
1
λ

, − 1√
λ

)
.

Il décrivent la parabole d’équation x = y2. Pour décrire les foyers, il faut distinguer le cas λ ≥ 1,
pour lequel λ2 > λ et le cas λ < 1, pour lequel λ2 < λ. Pour λ > 1, la distance focale vaut√

1
λ

− 1
λ2

et les foyers (qui sont situés sur l’axe vertical de l’ellipse) sont les points

F

(
1
λ

,

√
1
λ

− 1
λ2

)
et F ′

(
1
λ

, −
√

1
λ

− 1
λ2

)
.

Ils décrivent le cercle d’équation x2 + y2 − x = 0. Pour λ < 1, la distance focale vaut√
1
λ2 − 1

λ

et les foyers (qui sont situés sur l’axe horizontal de l’ellipse) sont les points

F

(
1
λ

+
√

1
λ2 − 1

λ
, 0
)

et F ′

(
1
λ

−
√

1
λ2 − 1

λ
, 0
)

.

Ils décrivent dans ce cas l’axe [Ox).

Exercice 94
Déterminer la nature, l’excentricité et les sommets des coniques suivantes :

1. ρ(θ) = 1
2+cos θ 2. ρ(θ) = 1

2−cos θ

3. ρ(θ) = 1
1+sin θ 4. ρ(θ) = 1

1+cos θ+sin θ .

Réponse 94

Pour les quatre exemples, on va se ramener à l’équation polaire d’une conique de la forme

ρ(θ) = p

1 + e cos(θ − ϕ) .
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Les sommets se trouvent aux points obtenus lorsque θ = ϕ et θ = ϕ + π.

1. Il suffit de factoriser par deux au dénominateur, et la conique a pour équation

ρ(θ) = 1/2
1 + 1

2 cos θ
.

On obtient une conique d’excentricité 1/2, c’est donc une ellipse. Les sommets sont les
points de coordonnée polaire (θ = 0, ρ = 1/2

1+1/2 = 1/3) et (θ = π, ρ = 1/2
1−1/2 = 1),

c’est-à-dire les points de coordonnées cartésiennes (1/3, 0) et (−1, 0).

2. On applique la même méthode, mais il faut encore remarquer que − cos(θ) = cos(θ + π).
La conique a donc pour équation

ρ(θ) = 1/2
1 + 1

2 cos(θ + π)
.

C’est une ellipse d’excentricité 1/2. Ces sommets ont pour coordonnées polaires (θ = π, ρ =
1/2

1+1/2 = 1/3) et (θ = 0, ρ = 1/2
1−1/2 = 1), c’est-à-dire les points de coordonnées cartésiennes

(−1/3, 0) et (1, 0).

3. Cette fois, il faut transformer le sinus en cosinus, ce que l’on fait grâce à la relation
sin(θ) = cos(θ − π/2). La conique a donc pour équation

ρ(θ) = 1
1 + cos(θ − π/2) .

C’est une parabole, d’excentricité 1. Son sommet est atteint pour θ = π/2, où ρ(θ) = 1
1+1 .

Ceci correspond au point de coordonnées cartésiennes (0, 1).

4. On transforme la somme :

cos(θ) + sin(θ) =
√

2 cos(θ − π/4).

L’équation de la conique est donc :

ρ(θ) = 1
1 +

√
2 cos(θ − π/4)

.

Il s’agit cette fois d’une hyperbole, d’excentricité
√

2. Ses sommets sont atteints en θ = π/4,
avec ρ = 1

1+
√

2 et θ = 5π/4, avec ρ = 1
1−

√
2 . Les coordonnées cartésiennes de ces sommets

sont respectivement :

x =
√

2
2 × 1

1 +
√

2
= 1

2 +
√

2
y =

√
2

2 × 1
1 +

√
2

= 1
2 +

√
2

et
x = −

√
2

2 × 1
1 −

√
2

= 1
2 −

√
2

y = −
√

2
2 × 1

1 −
√

2
= 1

2 −
√

2
.
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Annexe de Kénitra
Année scolaire 2023-2024 Nouira Redouane

Exercice 95

Un point M d’une hyperbole H est projeté orthogonalement en les points H et H ′ sur les
axes de H. Prouver que le produit MH × MH ′ est constant.

Réponse 95

Dans un repère orthonormée, l’équation réduite de l’hyperbole est x2

a2 − y2

b2 = 1. Les axes
de l’hyperbole sont (D) d’équation y = − b

a x soit bx + ay = 0 et (D′) d’équation y = b
a x, soit

−bx + ay = 0. Soit M(x, y) un point de H. Le produit MH × MH ′ est encore égal à

dist(M, (D)) × dist(M, (D′)).

Or, on a des formules pour calculer ces distances :

dist(M, (D)) = |bx + ay|√
a2 + b2

et dist(M, (D′)) = | − bx + ay|√
a2 + b2

.

On en déduit que

MH × MH ′ = |a2y2 − b2x2|
a2 + b2 .

On conclut en utilisant que M est un point de l’hyperbole, et donc que

b2x2 − a2y2 = a2b2.

On a donc prouvé que, pour tout point M de l’hyperbole,

MH × MH ′ = a2b2

a2 + b2 .

Exercice 96

Soit P une parabole de foyer F et de directrice D.

1. Soit M un point de P et H le projeté orthogonal de M sur la directrice D. Démontrer que
la tangente à la parabole en M est la médiatrice de [FH].

2. On se place dans un repère où la parabole a pour équation y2 = 2px. Soit ∆ la demi-
droite (M, i⃗). Soit N⃗ un vecteur normal rentrant à la parabole en M , c’est-à-dire un
vecteur orthogonal à la tangente en M et dirigé vers l’intérieur de la parabole. Soit enfin
I un point de ∆ autre que M. Démontrer que les angles (−−→MI, N⃗) et (N⃗ ,

−−→
MF ) sont égaux.

Quelle application voyez-vous à ce type de miroir parabolique ?

Réponse 96
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1. On travaille dans le repère adapté à la parabole, c’est-à-dire le repère orthonormé pour
lequel le foyer a pour coordonnées (p/2, 0) et la directrice a pour équation x = −p/2.
Alors, la parabole a pour équation y2 = 2px. Soit t > 0 tel que M soit de coordonnées
(t2/2p, t). Alors H a pour coordonnées (−p/2, t). La médiatrice de [FH] est l’ensemble des
points équidistants de F et de H. L’égalité AF 2 = AH2, pour A de coordonnées (x, y), se
traduit en

(x − p/2)2 + y2 = (x + p/2)2 + (y − t)2 ⇐⇒ −2px + 2yt − t2 = 0.

On reconnait l’équation de la tangente au point M .
2. Puisque la tangente en M est la médiatrice de [FH], les demi-droites [HF ) et (M, N⃗)

sont parallèles. On en déduit que les angles (−−→MI, N⃗) et (−−→
HM,

−−→
HF ) sont égaux, ainsi

que les angles (−−→FH,
−−→
FM) et (−→N ,

−−→
MF ). Or, le triangle FMH est isocèle en M , et donc

(−−→FH,
−−→
FM) = (−−→

HM,
−−→
HF ).

Exercice 97

Soit E une ellipse de centre O, et soient M, P deux points de E tels que la tangente à l’ellipse
en P est parallèle à la droite (OM). Montrer que l’aire du triangle MOP ne dépend pas de la
position de M et de P sur l’ellipse.

Réponse 97

Dans un repère (centré en O), l’ellipse admet une représentation paramétrée de la forme{
x(t) = a cos t

y(t) = b sin t

On suppose que M a pour coordonnées (a cos t, b sin t) et que P a pour coordonnées (a cos θ, b sin θ).
On commence par chercher une relation entre t et θ exprimant que la tangente à E en P est
parallèle à (OM). Pour cela, on remarque que la tangente à E en P a pour vecteur directeur

u⃗ =
(

x′(θ)
y′(θ)

)
=
(

−a sin θ

b cos θ

)
. Les vecteurs u⃗ et O⃗M sont colinéaires, et donc leur déterminant

est nul. On trouve :
ab cos t cos θ + ab sin t sin θ = ab cos(t − θ) = 0.

En particulier, t ≡ θ + π/2 [π]. Calculons maintenant l’aire du triangle MOP . Elle vaut :

1
2 | det(O⃗M, O⃗P )| = 1

2 |ab cos t sin θ − ab cos θ sin t| = ab

2 | sin(t − θ)| = ab

2

puisque t − θ ≡ π/2 [π].

Exercice 98
Soit E l’ellipse d’équation x2

a2 + y2

b2 = 1 et soit E ′ l’ellipse d’équation x2

4a2 + y2

4b2 = 1.
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1. Démontrer que la droite D d’équation ux + vy + w = 0 est tangente à l’ellipse E si et
seulement si ses coefficients vérifient l’équation a2u2 + b2v2 − w2 = 0 et w ̸= 0.

2. Soit A(2a cos α, 2b sin α) et B(2a cos β, 2b sin β) deux points distincts de l’ellipse E ′. Dé-
montrer que la droite (AB) est tangente à E si et seulement si α − β = 2π/3 [2π] ou
α − β = −2π/3 [2π].

3. Soient M, P, Q trois points distincts de E ′ tels que (MP ) et (MQ) sont tangentes à E .
Démontrer que la droite (PQ) est tangente à E .

Réponse 98

1. Rappelons que la tangente à l’ellipse au point (x0, y0) a pour équation x0x
a2 + y0y

b2 − 1 = 0.
Si on suppose que la droite D d’équation ux + vy + w = 0 est tangente à l’ellipse, il existe
donc un point (x0, y0) de E tel que D est aussi la droite d’équation x0x

a2 + y0y
b2 − 1 = 0.

Ces deux équations de droite sont proportionnelles, et on en déduit w ̸= 0 et u
w = − x0

a2

et v
w = − y0

b2 . Mais le point (x0, y0) est sur l’ellipse, et donc x2
0

a2 + y2
0

b2 = 1. Utilisant la
relation précédente, on en déduit que a2u2 + b2v2 − w2 = 0. <br> Réciproquement, si
a2u2 + b2v2 − w2 = 0 et w ̸= 0, alors, s’inspirant de la preuve du sens direct, on pose
x0 = − a2u

w et y0 = − b2v
w . Alors on vérifie facilement que (x0, y0) est un point de E , et que

la droite D a aussi pour équation x0x
a2 + y0y

b2 − 1 = 0.

2. La droite (AB) a pour équation

b
(

sin(β) − sin(α)
)
x − a

(
cos(β) − cos(α)

)
y − 2ab sin(β − α) = 0.

D’après la question précédente, la droite (AB) est tangente à E

⇐⇒ a2b2( sin(β) − sin(α)
)2 + a2b2( cos(β) − cos(α)

)2 − 4a2b2 sin2(β − α) = 0

⇐⇒ 2 cos2(β − α) − cos(β − α) − 1 = 0.

Or, le polynôme 2x2 − x − 1 admet pour seules racines 1 et −1/2. La droite (AB) est
tangente à E si et seulement cos(β − α) = −1/2 (le cas cos(β − α) = 1 est à exclure
puisque les points sont distincts), et donc on a β − α = 2π/3 [2π] ou β − α = −2π/3 [2π].

3. On écrit M(2a cos(m), 2b sin(m)), P (2a cos(p), 2b sin(p)) et Q(2a cos(q), 2b sin(q)). D’après
la question précédente, on a, quitte à échanger le rôle de M et P , m−p = 2π/3 [2π]. Puisque
P ̸= Q, on a alors m − q = −2π/3 [2π]. On en déduit que q − p = 4π/3 = −2π/3 [2π], et
donc la droite (PQ) est tangente à l’ellipse.

Exercice 99

1. Soit m un réel. Déterminer les droites de coefficient directeur m qui sont tangentes à E .

2. A quelle condition les droites y = mx + p et y = m′x + p′ sont elles perpendiculaires ?

3. En déduire que le lieu des points du plan par lesquels passent deux tangentes à E qui sont
perpendiculaires est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
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Réponse 99

1. Soit y = mx + p une telle droite. On cherche les points d’intersection de cette droite avec
l’ellipse E . Pour cela, on introduit cette relation dans l’équation de l’ellipse, et on trouve

x2

a2 + m2x2 + 2mpx + p2

b2 = 1 ⇐⇒ (b2 + a2m2)x2 + 2a2mpx + (a2p2 − a2b2) = 0.

Pour que la droite soit tangente, cette équation doit avoir une unique solution, et donc
son discriminant doit être nul. On trouve

∆′ = a4m2p2 − (a2p2 − a2b2)(b2 + a2m2)

= −a2p2b2 + a2b4 − a4n2b2

et ceci est nul si et seulement si

p = ±
√

a2m2 + b2.

2. C’est du cours. C’est vrai si et seulement si mm′ = −1 (ce qui peut se retrouver en écrivant
un vecteur directeur de chaque droite et en écrivant qu’ils doivent être orthogonaux).

3. Soit

y = mx ±
√

b2 + a2m2

y = − x

m
±
√

a2

m2 + b2

deux droites tangentes à l’ellipse qui sont orthogonales. On cherche leur point d’intersec-
tion. En mettant les équations au carré, on trouve

(y − mx)2 = b2 + a2m2

(mx + y)2 = a2 + b2m2.

En sommant ces égalités, on trouve

(m2 + 1)x2 + (m2 + 1)y2 = (m2 + 1)(a2 + b2)

et donc le point d’intersection est nécessairement sur le cercle d’équation

x2 + y2 = a2 + b2.

Réciproquement, tout point de cercle convient, il suffit de le vérifier.

Exercice 100
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Dans le plan muni du repère orthonormé (O, i⃗, j⃗), on considère les points A(1, 0) et B(0, 1).
On désigne par E l’ensemble des points du plan dont la somme des carrés aux trois côtés du
triangle OAB est égale à 1/3.

1. Démontrer que E est une ellipse dont on donnera une équation réduite.

2. Montrer que l’ellipse E est tangente aux droites (OA) et (OB).

3. Donner une représentation paramétrique de E dans le repère (O, i⃗, j⃗).

Réponse 100

1. On fait la somme des carrés de ces trois distances, et on trouve que E est l’ensemble des
points (x, y) vérifiant

3x2 + 2xy + 3y2 − 2x − 2y = −1
3 .

On reconnait l’équation d’une conique qui est une ellipse car son discriminant vaut ∆ =
22 − 4 × 3 × 3 = −32 et est donc strictement négatif. Pour déterminer l’équation réduite
de E , on remarque que les coefficients devant x2 et y2 sont identiques. Ceci incite à faire
un changement de repère par rotation de π/4, et donc les nouvelles coordonnées (X, Y )
de M sont liées aux anciennes par la relation :{

x =
√

2
2 X −

√
2

2 Y

y =
√

2
2 X +

√
2

2 Y.

L’équation de E devient
4X2 + 2Y 2 − 2

√
2X = −1

3
soit, en regroupant les termes en X sous forme canonique, puis en multipliant les deux
membres par 6 :

24
(

X −
√

2
4

)2

+ 12Y 2 = 1.

On obtient donc une ellipse de centre Ω dont les coordonnées, dans le nouveau repère,
sont

(√
2

4 , 0
)

, soit, dans l’ancien repère,
( 1

4 , 1
4
)
. Son demi-grand axe vaut 1/

√
12, et son

demi-petit axe vaut 1/
√

24.

2. Cherchons les points d’intersection de E avec l’axe (Ox). Dans le repère initial, ces points
ont pour coordonnée (x, 0) et on doit résoudre l’équation

3x2 − 2x + 1/3 = 0.

Son discriminant est nul, donc l’équation admet une racine double, x = 1/3. L’ellipse E
est donc tangente à (Ox) au point (1/3, 0). Par symétrie de l’ellipse par rapport à la droite
y = x (ou par symétrie du problème), on en déduit que l’ellipse est tangente à l’axe (Oy)
au point (0, 1/3).
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3. Dans le nouveau repère, on peut paramétrer l’ellipse par{
X(t) =

√
2

4 + 1√
12 cos t

Y (t) = 1√
24 sin(t).

En utilisant les formules de changement de repère, on trouve dans l’ancien repère, après
simplifications, {

x(t) = 1
4 −

√
6

12 cos t +
√

3
12 sin t

y(t) = 1
4 +

√
6

12 cot t +
√

3
12 sin t.

Exercice 101

Soit a un réel strictement positif. On munit le plan d’un repère orthonormé. Déterminer le
lieu des centres des cercles tangents à (Oy) et coupant l’axe (Ox) en deux points M et M ′ tels
que MM ′ = a.

Réponse 101

Soit C(x, y) un tel point et soit D le point de tangence du cercle à l’axe (Oy). Alors CD =
CM = CM ′ = x. Soit I(x, 0) le projeté orthogonal de C sur l’axe (Ox). I est aussi le milieu de
[MM ′]. Appliquons le théorème de Pythagore dans le triangle MIC, rectangle en I. On a

y2 + (a/2)2 = x2 =⇒ y2 − x2 = −a2/4.

Le point C appartient donc à l’hyperbole d’équation x2 − y2 = a2/4. Réciproquement, si C est
un point de cette hyperbole, ses coordonnées sont de la forme

C =
(

x

±
√

x2 − a2/4

)
.

Alors les points M
(
x − a

2 , 0
)

et M ′ (x + a
2 , 0
)

appartiennent au cercle de centre C et de rayon
x. Ce cercle est tangent à (Oy) et MM ′ = a. Ainsi, on a bien prouvé que l’ensemble recherché
est exactement l’hyperbole d’équation x2 − y2 = a2/4.

Exercice 102

Soient A et B deux points distincts du plan et soit I le milieu de [AB]. Déterminer le lieu
des points M du plan tels que MI2 = MA × MB.

Réponse 102

On va travailler dans un repère orthonormé où les calculs seront le plus facile possible. Par
exemple, on va prendre un repère orthonormé de centre I tel que A a pour coordonnée (a, 0) et
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B a pour coordonnée (−a, 0). Soit M(x, y). Alors

MI2 = MA × MB ⇐⇒ MI4 = MA2 × MB2

(tout est positif). Or,
MI4 = x4 + y4 + 2x2y2.

MA2 × MB2 = x4 + y4 − 2a2x2 + 2a2y2 + y4.

On a donc

MI = MA × MB ⇐⇒ −2a2x2 + a4 + 2a2y2 = 0 ⇐⇒ x2

2a2 − y2

2a2 = 1.

On reconnait l’équation d’une hyperbole équilatère.
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