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1.1. Généralités

1.1. Produit scalaire, espace préhilbertien

Définition 1.1. Soit E un R.e.v. On appelle produit scalaire réel sur E, toute application
φ : E × E → R qui est :

1. Bilinéaire : i.e., Pour tout x, y, z ∈ E et λ ∈ R on a :{
φ(λ.x+ y, z) = λ.φ(x, z) + φ(y, z)

φ(x, λ.y + z) = λ.φ(x, y) + φ(x, z)

2. symétrique : ∀x, y ∈ E, φ(x, y) = φ(y, x)

3. définie : ∀x ∈ E, φ(x, x) = 0 =⇒ x = 0

4. positive : ∀x ∈ E, φ(x, x) ≥ 0.
Bref, une forme bilinéaire symétrique définie positive. Dans ce cas, on dit que (E,φ), ou
tout simplement E, est un espace préhilbertien réel, et pour tout x, y ∈ E, le nombre
φ(x, y) s’appelle le produit scalaire de x et y. Si de plus E est de dimension finie, on dit
que c’est un espace Euclidien.
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2 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Remarques 1. 1. Si l’application φ : E × E → R est symétrique, alors la linéarité par
rapport à la première variable est équivalente à la linéarité par rapport à la seconde.

2. En pratique, le produit scalaire de x et y est souvent noté par 〈x/y〉 , (x/y) ou x.y.
3. Dans toute la suite, on suppose que notre espace muni d’un produit scalaire 〈./.〉.

Remarques 2. 1. Pour tout a, b, c, d ∈ E on a : 〈a+ b/c+ d〉 = 〈a/c〉+ 〈a/d〉+ 〈b/c〉+
〈b/d〉.

2. ∀a ∈ E, 〈x/0〉 = 0.
Exemples 1.1. 1. Le produit scalaire canonique de Rd. Il est défini par

〈x/y〉 =
d∑

i=1

xiyi

pour tout (x, y) ∈ Rd avec x = (x1, · · · , xd) et y = (y1, · · · , yd). Remarquons qu’il

s’écrit aussi sous forme de produit matriciel 〈x/y〉 = x.ty =
(
x1, · · · , xd

)y1...
yd

 , où

ty est la transposée de y
2. Le produit scalaire canonique de Mp,q(R). Il est défini par

〈A/B〉 =
∑
1≤i≤p
1≤j≤q

ai,jbi,j

pour tout A = (ai,j)1≤i≤p
1≤j≤q

, B = (bi,j)1≤i≤p
1≤j≤q

∈ Mp,q(R). Il s’écrit aussi sous la forme

〈A/B〉 = tr(tA.B) = tr(A.tB) ; Dans la cas particulier des matrices colonnes ; c’est
à dire dans Mp,1(R), on a

∀ X,Y ∈ Mp,1(R), 〈X/Y 〉 =t X.Y.

1.1. Norme et distance préhilbertiennes

Définition 1.2. On dit qu’une application N : E 7→ R est une norme, si elle vérifie les
propriétés suivantes :

1. ∀x ∈ E, N(x) ≥ 0,
2. L’homogénéité ; ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, N(λ.x) = |λ|N(x),
3. La séparation ; ∀x ∈ E, N(x) = 0 =⇒ x = 0,
4. L’inégalité triangulaire ; ∀x, y ∈ E, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

Dans ce cas, on dit que (E,N), ou tout simplement E, est un espaces vectoriel normé
(e.v.n). Pour tout élément x ∈ E, le nombre N(x) s’appelle la norme de x. Si N(x) = 1,
on dira que x est un vecteur unitaire.

Dans toute la suite, (E, 〈./.〉) désigne un espace Euclidien. Notons ‖x‖ =
√

〈x/x〉
pour tout x ∈ E. L’objectif de cette partie est de montrer que l’application

‖.‖ : E → R
x 7→ ‖x‖

est une norme. Il est clair qu’elle vérifie les propriétés (1) (2) et (3) de la définition ; c’est
à dire :
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1. ∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ 0,
2. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, ‖λ.x‖ = |λ|‖x‖,
3. ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0.

Reste à démonter qu’elle vérifie l’inégalité triangulaire. C’est l’objet de ce qu’on appelle
l’inégalité de Minkowski. Pour cela, commençons d’abord par présenter quelques identités
remarquables évidentes.
Propriétés 1.1 (Identités remarquables). Pour tous x, y ∈ E on a :

1. ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x/y〉
2. ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2〈x/y〉
3. ‖x‖2 − ‖y‖2 = 〈x− y/x+ y〉

Théorème 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz).

∀(x, y) ∈ E2, | < x/y > | ≤ ||x||.||y||

Avec égalité si et seulement si x et y sont liés ; c’est à dire qu’il existe α ∈ R tel que
x = α.y ou y = α.x.

Preuve. Le résultat étant évident lorsque x = 0, supposons que x 6= 0 et posons

P (t) = ‖tx− y‖2 = ‖x‖2t2 − 2t〈x/y〉+ ‖y‖2

pour tout t ∈ R.
Remarquons que P est un polynôme de degré 2 en t, qui ne change pas de signe. De

plus, il admet une racine dans R si et seulement x et y sont liés.
On en déduit que son discriminant réduit ∆′ = 〈x/y〉2 − ‖x‖2‖y‖2 est négatif ; c’est à

dire |〈x/y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, avec égalité si et seulement si x et y sont liés. ■

Exemple 1.1. Dans l’espace vectoriel Rd muni de sa structure Eucldienne canonique, cette
inégalité s’écrit : ∣∣∣∣∣

d∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
(

d∑
i=1

x2i

) 1
2
(

d∑
i=1

y2i

) 1
2

pour tout (x1, , · · · , xd) ∈ Rd, ∀(y1, , · · · , yd) ∈ Rn.

Théorème 1.2 (Inégalité de Minkowski).

∀(x, y) ∈ E2 , ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

Avec égalité si et seulement si x et y sont positivement liés ; c’est à dire qu’il existe α ≥ 0
tel que x = α.y ou y = α.x.

Preuve. En effet, pour tout x, y ∈ E on a

||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| ⇐⇒ ||x+ y||2 ≤ (||x||+ ||y||)2
⇐⇒ ||x||2 + ||y||2 + 2〈x/y〉 ≤ ||x||2 + ||y||2 + 2||x||.||y||
⇐⇒ 〈x/y〉 ≤ ||x||.||y||

Donc, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.
En outre, l’égalité aura lieu si et seulement si 〈x/y〉 = ||x||.||y||, ce qui est équivalent

à dire que x et y sont liés et 〈x/y〉 ≥ 0. Ceci signifie que x et y sont positivement liés. ■
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Corollaire 1.1 (et définition). — L’application ‖.‖ : E −→ R
x 7−→ ‖x‖

est une norme de E. On l’appelle, la norme Euclidienne associée au produit scalaire
〈.〉.

— L’application
d : E × E −→ R

(x, y) 7−→ d(x, y) = ‖x− y‖
s’appelle la distance Euclidienne associée à ce produit scalaire. Elle vérifie les pro-
priétés suivantes :

— d(x, y) = d(y, x) ;
— d(x, y) = 0 ⇒ x = y ;
— d(x, y) = d(x, z) + d(z, x).

Propriétés 1.2. Pour tous x, y, z ∈ E on a :
1. Identité du parallélogramme : ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 (‖x‖2 + ‖y‖2)

« i.e : Dans parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des deux diagonales
est égale à la somme des carrés des longueurs de ses quatre cotés »

‖x‖

‖y‖
‖x+

y‖

‖x−
y‖

2. Identités de polarisation

(a) 〈x/y〉 = 1

2
(‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2)

(b) 〈x/y〉 = 1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2)

Remarque 1. L’identité du parallélogramme permet de vérifier si une norme dérive d’un
produit scalaire. Si c’est le cas, les identités de polarisation permettent de déterminer
l’expression du produit scalaire. Par exemple, l’application ‖.‖∞ définie sur R2 par :

∀(x, y) ∈ R2, ‖(x, y)‖∞ = max(|x|, |y|)

est bien une norme de R2. Mais si on prend x = (0, 1) et y = (1, 1) on trouve que

‖x+ y‖2∞ + ‖x− y‖2∞ 6= 2
(
‖x‖2∞ + ‖y‖2∞

)
;

car ‖x+ y‖2∞ + ‖x− y‖2∞ = 5, et 2 (‖x‖2∞ + ‖y‖2∞) = 4. Ceci qui montre que cette norme
ne dérive pas d’un produit scalaire.

1.2. Orthogonalité

1.2. Vecteurs orthogonaux, parties orthogonales

Définition 1.3. Soient (a, b) ∈ E2 et A,B deux parties non vides de E.
1. On dit que a et b sont orthogonaux (relativement au produit scalaire 〈./.〉), ou que
a est orthogonal à b, et on écrit a ⊥ b, si 〈a/b〉 = 0.
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2. On dit que a est orthogonal à B, et on écrit a ⊥ B, si 〈a/x〉 = 0 pour tout x ∈ B

3. On dit que A est orthogonal à B, et on écrit A ⊥ B, si 〈x/y〉 = 0 pour tous x ∈ A
et y ∈ B.

a

b
Figure : Représentation de deux vecteurs orthogonaux

Exemple 1.2. Les ensembles Sn(R) et An(R) des matrices symétriques et antisymétriques
sont orthogonaux dans Mn(R) muni de sa structure Euclidienne canonique. En effet, si
A ∈ An(R) et B ∈ Sn(R) alors :

〈A/B〉 = tr (tA.B)
= −tr (A.tB)
= −〈A/B〉

Donc 〈A/B〉 = 0 et par suite Sn(R) ⊥ An(R).
Propriétés 1.3. Soient (a, b, c) ∈ E3, α ∈ R et A,B deux parties non vides de E

1. 0 ⊥ a.
2. Si a ⊥ b et a ⊥ c alors a ⊥ (α.b+ c).
3. Si A ⊥ B alors A ∩B ⊂ {0}.
Preuve. Facile ■

Théorème 1.3 (de Pythagore.). Pour tout a, b ∈ E, on a :

a ⊥ b⇐⇒ ‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2

‖a‖

‖b‖

‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2

Figure : Théorème de Pythagore

Preuve. Car ‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2〈a/b〉 ■

Définition 1.4. Soit A une partie non vide de E. On appelle orthogonal de A l’ensemble :

A⊥ = {x ∈ E : ∀y ∈ A, 〈x/y〉 = 0}

Dans le cas où A est un singleton {a}, on notera a⊥ au lieu de {a}⊥.
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Propriétés 1.4. Soient A,B deux parties non vides de E.
1. 0⊥ = E et E⊥ = {0}
2. A ⊥ A⊥.
3. A ⊥ B ⇐⇒ B ⊂ A⊥. Donc A⊥ est la plus grande partie de E (au sens de l’inclusion)

orthogonale à A
4. A ⊂ B =⇒ B⊥ ⊂ A⊥, mais la réciproque est fausse.
5. A⊥ est un K.e.v.
6. A⊥ = (vect(A))⊥.

7. Si A est un s.e.v de E, alors E = A⊕ A⊥ et A⊥⊥ = A.

1.2. Familles et bases orthonormales

Définition 1.5. On dit qu’une famille de vecteurs de E est orthogonale (f.o), si ses
vecteurs sont deux à deux orthogonaux. Si de plus ils sont unitaires, on dit que c’est une
famille orthonormale (f.o.n). Dans le cas d’une base de E, on parle de base orthogonale
(b.o) et de base orthonormale (b.o.n).

Exemple 1.3. Les bases canoniques de Rn et de Mp,q(R), munis des leurs produits scalaires
usuels, sont des b.o.n.

Proposition 1.4. Si (e1, · · · , ep) est une famille orthogonale d’éléments de E, alors :
‖e1 + · · ·+ ep‖2 = ‖e1‖2 + · · ·+ ‖ep‖2.

Preuve. C’est une simple récurrence sur p. ■

Remarque 2. La réciproque est fausse lorsque n ≥ 3, en effet il suffit de prendre dans R2,
munit du produit scalaire canonique, les vecteurs (1, 1), (1, 0), (0,−1).

Proposition 1.5. Toute famille orthogonale sans vecteur nul est libre.

Preuve. Soit (e1, · · · , ep) une telle famille, et soit α1 · · · , αp ∈ R tels que
p∑

i=1

αi.ei = 0.

Pour tout j ∈ [[1, p]] on a :
p∑

i=1

αi.ei = 0 =⇒ 〈
p∑

i=1

αi.ei/ej〉 = 0

=⇒
p∑

i=1

αi.〈ei/ej〉 = 0

=⇒ αj‖ej‖2 = 0

=⇒ αj = 0 ; car ej 6= 0

Donc, la famille (e1, · · · , ep) est libre. ■

Propriétés 1.5 (Quelques expressions analytiques dans une base orthonormale). Si B =

(e1, · · · , en) est une b.o.n de E, x =
n∑

k=1

xkek ∈ E, y =
n∑

k=1

ykek ∈ E, X = matB(x) et

Y = matB(y) alors :
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1. 〈x/y〉 = tX.Y =
n∑

k=1

xkyk.

2. ‖x‖ =

√
n∑

k=1

x2
k

3. d(x, y) =

√
n∑

k=1

(xk − yk)2

4. x =
n∑

k=1

〈x/ek〉.ek.

Théorème 1.6 (Algorithme de Gram-Schmidt). Pour toute famille libre (ei)i∈[[1,n]] de E
, il existe une unique famille orthonormale (vi)i∈[[1,n]] vérifiant :

1. ∀k ∈ [[1, n]] , Vect(e1, . . . , ek) = Vect(v1, . . . , vk)
2. ∀i ∈ [[1, n]] , 〈ei/vi〉 > 0

Preuve. Construisons (v1, · · · , vn) par récurrence. Pour v1, on n’a pas le choix ; v1 =
e1

‖e1‖
. Supposons avoir construit une f.o.n (v1, · · · , vk) avec 1 ≤ k < n telle que

∀i ∈ [[1, k]] , Vect(e1, . . . , ei) = Vect(v1, . . . , vi)
∀i ∈ [[1, k]] , 〈ei/vi〉 > 0

Soit vk+1 ∈ E. Alors Vect(e1, . . . , ek+1) = Vect(v1, . . . , vk+1) si et seulement si vk+1 est de

la forme vk+1 = λ

(
ek+1 +

k∑
i=1

αi.vi

)
, avec α1, · · · , αk ∈ R et λ ∈ R∗. D’autre part, choisir

vk+1 unitaire revient à prendre λ =
±1

‖ek+1 +
k∑

i=1

αi.vi‖
. De plus, pour tout i ∈ [[1, k]] on a

〈vi/vk+1〉 = 0 ⇔ αi = −〈vi/ek+1〉. Ainsi choisis, on a :

〈ek+1/vk+1〉 > 0 ⇐⇒ 〈vk+1

λ
−

k∑
i=1

αi.vi/vk+1〉 > 0

⇐⇒ ‖vk+1‖2

λ
> 0

⇐⇒ λ > 0

⇐⇒ λ =
1

‖ek+1 +
k∑

i=1

αi.vi‖

Fin de la démonstration. ■

Remarques 3. 1. Dans cette construction, si pour un k < n, la famille (ei)i∈[[1,k]] est
déjà orthonormale, alors ei = vi pour tout i ∈ [[1, k]].

2. En pratique, on peut commencer par orthogonaliser la famille (ei)i∈[[1,k]], et à la fin,
on normalise chaque vecteur.

Corollaire 1.2 (Théorème de la base orthonormale incomplète). Dans un espace Eucli-
dien, toute famille orthonormale peut être complétée en une b.o.n.

Preuve. Soit (e1, · · · , ek) une f.o.n de E. Complétons cette famille en une base quel-
conque (e1, · · · , en) de E. Soit (v1, · · · , vn) la f.o.n obtenue à partir de cette base par le
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procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Comme (e1, · · · , ek) est déjà orthonor-
male, alors vi = ei pour tout i ∈ [[1, k]]. Ainsi (e1, · · · , ek) est libre (car elle est orthogonal
et sans vecteur nul) et son cardinal coïncide avec la dimension de E, d’où le résultat. ■

Corollaire 1.3. Tout espace vectoriel Euclidien non nul admet une b.o.n.

1.2. Hyperplans vectoriels d’un espace euclidien

Proposition 1.7 (et définition). Étant donné un vecteur non nul n ∈ E, l’ensemble

H =
{
x ∈ E : n.x = 0} (1.1)

est un hyperplan vectoriel de E orthogonal à n. Réciproquement, tout hyperplan vectoriel
H de E s’écrit sous la forme 1.1 pour un certain vecteur non nul n ∈ E. Dans ce cas, n
est orthogonal à H. On dit que n est un vecteur normal à H.

Preuve. En effet, si n est un vecteur non nul de E, alors on a H = (R.n)⊥, donc
dimH = dimE − 1 et par suite H est un hyperplan vectoriel de E.
Réciproquement, si H un hyperplan vectoriel de E alors dimH = dimE − 1. Ainsi, H⊥

est une droite vectoriel de E. Soit n un vecteur directeur de cette droite. On a bien alors

H =
{
x ∈ E : n.x = 0}.

■

Proposition 1.8. Si E est muni d’une b.o.n B = (e1, e2, · · · , en), alors un s.e.v H de E
est un hyperplan vectoriel de E si et seulement s’il admet dans la base B une équation

cartésienne de la forme :
n∑

i=1

αixi = 0, où α1, · · · , αn sont des scalaires non tous nuls.

Dans ce cas, le vecteur n =
n∑

i=1

αiei est un vecteur normal de H.

Preuve. Soit n un vecteur normal de H et posons n =

n∑
i=1

αiei. Alors, pour tout x =

n∑
i=1

xiei ∈ E

on a :
x ∈ H ⇐⇒ x.n = 0

⇐⇒
n∑

i=1

αi.xi = 0

d’où le résultat. ■

1.3. Projections et symétries orthogonales

Définition 1.6. Soit F un s.e.v de E. On appelle projection (resp : symétrie) orthogonale
de E sur F (resp : par rapport à F ), la projection (resp : symétrie) vectorielle PF (resp :
SF ) de E sur F (resp : par rapport à F ) et parallèlement à F⊥. Dans ce cas, pour tout
x ∈ E, PF (x) s’appelle projection orthogonale de x sur F , et SF (x) est le symétrique
orthogonal de x par rapport à F .
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F

x

PF (x)

SF (x)

•

•

•

Propriétés 1.6. Soit F un s.e.v de E.
1. ∀(x, y) ∈ E2, on a :

(a) y = pF (x) ⇐⇒
{
y ∈ F
x− y ∈ F⊥

(b) y = sF (x) ⇐⇒
{
x+ y ∈ F
x− y ∈ F⊥

2. pF + pF⊥ = idE et sF + sF⊥ = θ

3. ker pF = F⊥, ImpF = F = ker (pF − idE)
ker (sF − idE) = F , ker (sF + idE) = F⊥

Proposition 1.9. Si F est un s.e.v de E et B = (e1, . . . , ep) est une b.o.n de F , alors la
projection orthogonale PF est définie par :
∀x ∈ E,PF (x) =

p∑
i=1

〈ei/x〉.ei.

Preuve. Considérons un élément x ∈ F et cherchons x1 ∈ F et x2 ∈ F⊥ tels que
x = x1 + x2. Écrivons x1 sous la forme x1 =

p∑
i=1

αi.ei. Donc, x1 ∈ F et x2 = x− x1. Pour

que x1 et x2 répondent à la question, il faut et il suffit que x − x1 ∈ F⊥, ce qui signifie
que 〈x− x1/ej〉 = 0 pour tout j ∈ [[1, p]]. Soit donc j ∈ [[1, p]]. Alors

〈x− x1/ej〉 = 0 ⇐⇒ 〈x/ej〉 = 〈x1/ej〉

⇐⇒ 〈x/ej〉 = 〈
p∑

i=1

αi.ei/ej〉

⇐⇒ 〈x/ej〉 = αj

Donc, x1 et x2 existent et ils sont uniques ; plus précisément, x1 =
p∑

i=1

〈x/ei〉.ei ■

1.4. Distance d’un vecteur à un sous espace vectoriel

Proposition 1.10 (distance d’un vecteur à un s.e.v). Si F est un s.e.v de E et x ∈ E
alors :

1. ∀y ∈ F, ‖x− PF (x)‖ ≤ ‖x− y‖,
avec égalité si et seulement si y = PF (x).

F

x

PF (x) y

•

• •
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2. d(x, F ) = ‖x− PF (x)‖ = ‖PF⊥(x)‖ =
√

‖x‖2 − ‖PF (x)‖2

Preuve. En effet, pour tous x ∈ E et y ∈ F on a

‖x− y‖2 = ‖(x− PF (x))︸ ︷︷ ︸
∈F⊥

+ (PF (x)− y)︸ ︷︷ ︸
∈F

‖2

= ‖x− PF (x)‖2 + ‖PF (x)− y‖2

D’où le résultat. ■

Corollaire 1.4. Si F est un s.e.v de E, (e1, . . . , ep) est une b.o.n de F et (ep+1, . . . , ed)

est une b.o.n de F⊥, alors : ∀x ∈ E, d(x,E) =

√
‖x‖2 −

p∑
k=1

〈x/ek〉2 =
√

d∑
k=p+1

〈x/ek〉2

Preuve. PF (x) =
p∑

k=1

〈x/ek〉.ek et PF⊥(x) =
d∑

k=p+1

〈x/ek〉.ek ■

Corollaire 1.5 (Cas particuliers). — Si H est un Hyperplan vectoriel de E et n est

un vecteur normal à H, alors : ∀x ∈ E, d(x,H) =
|〈x/n〉|
‖n‖

— Si D est une droite vectorielle de E dirigée par un vecteur v alors : ∀x ∈ E, d(x,D) =√
‖x‖2 − 〈x/v〉2

‖v‖2

Corollaire 1.6. Si H est un Hyperplan de E admettant, dans une base orthonormale
B, une équation cartésienne a1x1 + . . . + anxn = 0, alors pour tout vecteur x ∈ E on a
d(x,H) =

|a1x1 + . . .+ anxn|√
a21 + . . .+ a2n

, où x1, . . . , xn sont les coordonnée de x dans B.
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2.1. Endomorphisme orthogonal, matrice orthogonale

Définition 2.1. Soit u ∈ L(E). On dit que u est une isométrie vectorielle, ou un endo-
morphisme orthogonal de E, si

∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖x‖

c’est à dire que u conserve la norme.

Exemples 2.1. Soient p la projection orthogonale de E sur un s.e.v F , s la symétrie
orthogonale de E par rapport à F et x ∈ E. Si on pose x = x1 + x2 avec x1 ∈ F et
x2 ∈ F⊥ alors, d’après le théorème de Pythagore on a :

‖s(x)‖2 = ‖x1 − x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 = ‖x1 + x2‖2 = ‖x‖2

C’est que s est une isométrie vectorielle. Dans le cas où F 6= E, en prenant x ∈ F⊥ \ {0},
on a ‖p(x)‖ = 0 6= ‖x‖ ; c’est à dire que p n’est pas un endomorphisme orthogonal.
Exercice 2.1. Soit u ∈ L(E) une une symétrie vectorielle de E. Montrer que u est une
symétrie orthogonale si et seulement si u est un endomorphisme orthogonal.

11
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Proposition 2.1. Soit u ∈ L(E) et B une b.o.n de E. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

1. u est une isométrie vectorielle,
2. u conserve le produit scalaire.

i.e., ∀x, y ∈ E, < u(x)/u(y) >=< x/y > .

3. u transforme B en une b.o.n.

Preuve. Posons B, B′ = (e1, · · · , en) et u (B) = (e′1, · · · , e′n).
— (1) ⇒ (2). Supposons que u est une isométrie vectorielle et soit x, y ∈ E. Alors

‖u(x + y)‖2 = ‖x + y‖2 et par la suite ‖u(x)‖2 + ‖u(y)‖2 + 2〈u(x)/u(y)〉 = ‖x‖2 +
‖y‖2 + 2〈x/y〉 puis 〈u(x)/u(y)〉 = 〈x/y〉. Ainsi (1) ⇒ (2).

— (2) ⇒ (3). Pour tout i, j ∈ [[1, n]] on a : 〈e′i/e′j〉 = 〈u(ei)/u(ej)〉 = 〈ei/ej〉 ={
1 si i = j

0 si i 6= j
. On en déduit u (B) est une b.o.n.

— (3) ⇒ (1). Soit x =
n∑

i=1

xi.ei. On a alors : u(x) =
n∑

i=1

xi.e
′
i〉 et par suite, puisque B et

B′ sont des b.o.n,

‖u(x)‖ = ‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2i .

■

Proposition 2.2. Soit u ∈ L(E), B une b.o.n de E et A = matBu. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes

1. u est une isométrie vectorielle,
2. tA.A = In.
3. A.tA = In.
4. Les colonnes de A forment une b.o.n de Mn,1(R).
5. Les lignes de A forment une b.o.n de M1,n(R).

Preuve. Posons B = (e1, · · · , en), (C1, · · · , Cn) les vecteurs colonnes de la matrice
A et (L1, · · · , Ln) ses veceteurs lignes. Posons aussi ci,j le (i, j)-ème terme de la matrice
tA.A et li,j celui de la matrice A.tA pour tout i, j ∈ [[1, n]].
Remarquons que pour tout i, j ∈ [[1, n]] on a : ci,j = 〈u(ei)/u(ej)〉 = 〈Ci/Cj〉 et li,j =
〈Li/Lj〉. On en déduit les équivalences (1) ⇔ (2) ⇔ (4) et (3) ⇔ (5), et il et il est clair
que (2) ⇔ (3). ■

Définition 2.2. Une matrice A ∈ Mn(R) est dite orthogonale si on a : tAA = In.

Ainsi on a immédiatement le résultat suivant :

Théorème 2.3. Soient u ∈ L(E) et A sa matrice dans une b.o.n de E. alors u est une
isométrie vectorielle si et seulement si A est une matrice orthogonale.
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Exemples 2.2. Pour tout θ ∈ R, les matrices

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
et Sθ =

(
− cos θ sin θ
sin θ cos θ

)
sont orthogonales ; leurs colonnes forment une b.o.n de M2,1(R).

Corollaire 2.1. Toute matrice de passage entre deux bases orthonormales est orthogonale.

Preuve. Soient B = (e1, · · · , en) et B′ = (e′1, · · · , e′n) deux bases orthonormales et A
la matrice de passage de B à B′. Considérons l’endomorphisme u de E définit par :

∀i ∈ [[1, n]], u(ei) = e′i.

L’image de B par u est B′, ce qui montre que u est une isométrie vectorielle. Or la matrice
dans de u dans la base B est exactement A, d’où A est une matrice orthogonale. ■

Théorème 2.4. Soit u : E → E une application. alors u est une isométrie vectorielle si
et seulement si : {

u(0) = 0

∀x, y ∈ E, ‖u(x)− u(y)‖ = ‖x− y‖.

Preuve. La réciproque étant évidente, montrons le sens direct. Pour cela, soit u : E →
E une application telle que{

u(0) = 0

∀x, y ∈ E, ‖u(x)− u(y)‖ = ‖x− y‖.

Il s’agit de montrer que u est linéaire. Montrons d’abord que u conserve le produit scalaire.
En effet, pour tout x, y ∈ E on a :

〈u(x)/u(y)〉 =
1

2
(‖u(x)‖2 + ‖u(y)‖2 − ‖u(x)− u(y)‖2)

=
1

2
(‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2)

= 〈x/y〉

Soit maintenant x, y ∈ E et α ∈ R. On a alors :

‖u(α.x+ y)− α.u(x)− u(y)‖2 = ‖u(α.x+ y)‖2 + α2‖u(x)‖2 + ‖u(y)‖2 − 2α.〈u(α.x+ y)/u(x)〉
−2〈u(α.x+ y)/u(y)〉+ 2〈u(α.x)/u(y)〉

= ‖α.x+ y‖2 + α2‖x‖2 + ‖y‖2 − 2α.〈α.x+ y/x〉 − 2〈α.x+ y/y〉
+2〈α.x/y〉

= 0.

D’où le résultat. ■
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2.2. Le groupe orthogonal, le groupe spécial

Propriétés 2.1. Si u est un endomorphisme orthogonal de E et A ∈Mn(R) est une matrice
orthogonale alors :

1. u et A sont inversibles et on a A−1 = tA.
2. det(u) = ±1 et det(A) = ±1.

Preuve. Il suffit de montrer le résultat pour A. Comme tA.A = In alors A est inversible
d’inverse tA. Aussi, det(tA.A) = 1 entraine que det(tA) det(A) = 1 puis (det(A))2 = 1 et
finalement det(A) = ±1. ■

Théorème 2.5 (et définition). 1. L’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E
est un sous groupe de (GL(E), ◦). On l’appelle le groupe orthogonal de E et on
le note O(E).

2. L’ensemble On(R), ou encore O(n), des matrices orthogonales d’ordre n, est un sous
groupe de (GLn(R),×). On l’appelle le groupe orthogonal d’ordre n.

Preuve. Facile ; il suffit d’utiliser la propriété caractéristique des sous groupes. ■

Exercice 2.2. Soit f une isométrie vectorielle de E.
1. Montrer que les seules valeurs propres possibles de f sont 1 et −1 ; c’est à dire
Sp(f) ⊂ {1,−1}.

2. Montrer que ker(f − idE) et ker(f + idE) sont deux s.e.v orthogonaux de E.
3. En déduire que f est diagonalisable si et et seulement si f est une symétrie ortho-

gonale.

Solution.
1. Soit α une valeur propre de f associée à un vecteur propre e ∈ E. Comme

‖f(e)‖ = ‖e‖ alors ‖α.e‖ = ‖e‖, ce qui donne |α|.‖e‖ = ‖e‖ puis |α| = 1. Ainsi
α = ±1.

2. Soient x ∈ ker(f − idE) et y ∈ ker(f + idE). Puisque 〈f(x)/f(y)〉 = 〈x/y〉 alors
〈x/− y〉 = 〈x/y〉 puis −〈x/y〉 = 〈x/y〉 et enfin 〈x/y〉 = 0. Ainsi
ker(f − idE) ⊥ ker(f + idE).

3. Si f est une symétrie alors elle admet X2 − 1 comme polynôme annulateur. Ce
dernier étant scindé à racines simples, f est diagonalisable. Réciproquement,
supposons que f est diagonalisable. Comme Sp(f) ⊂ {1,−1} alors (X − 1)(X + 1)
est un polynôme annulateur de f , et par la suite E = ker(f − idE)⊕ ker(f + idE).
Donc f est une symétrie par rapport à ker(f − idE) parallèlement à ker(f + idE).
D’après (2), ker(f − idE) et ker(f + idE) sont orthogonaux, donc orthogonale f est
une symétrie orthogonale.

Définition 2.3. Soient u ∈ O(E) et A ∈ O(n). On dit que u est une isométrie positive
(resp : négative) si det u = 1 (resp : det u = −1). De même, on dit que A est une matrice
orthogonale positive (resp : négative) si detA = 1 (resp : detA = −1).
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Exemple 2.1. Pour tout θ ∈ R, Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
est une matrice orthogonale posi-

tive, et Sθ =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
est une matrice orthogonale négative.

Définition 2.4. On appelle réflexion de E, toute symétrie orthogonale de E par rapport
à un hyperplan H qu’on notera SH .

Propriétés 2.2. 1. Un endomorphisme de E, est une réflexion, si et seulement s’il admet

dans une b.o.n (bien choisie) la matrice


1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . 1 0
0 · · · 0 −1


2. Les réflexions sont des isométries négatives.

Proposition 2.6. Si a, b ∈ E sont deux vecteurs distincts tel que ‖a‖ = ‖b‖ , alors il
existe une unique réflexion de E transformant a en b.
Preuve. Supposons qu’il existe un hyperplan H tel que SH(a) = b. Donc en écrivant
a = a1 + a2 avec a1 ∈ H et a2 ∈ H⊥ alors b = a1 − a2. Ainsi, a2 =

a− b

2
6= 0, et par suite

H⊥ est la droite vectorielle dirigé par b−a, ou encore H = (b−a)⊥. Ceci montre l’unicité
de H.
Pour l’existence, prenons comme nous l’avons trouvé, H = (b − a)⊥. On a a =

a+ b

2
+

a− b

2
, et il est clair que a+ b

2
∈ H et a− b

2
∈ H⊥. Donc, SH(a) =

a+ b

2
− a− b

2
= b. ■

Théorème 2.7 (et définition). 1. L’ensemble des endomorphismes orthogonaux posi-
tifs de E est un sous groupe de (O(E), ◦). On l’appelle le groupe spécial de E
et on le note SO(E) ou O+(E).

2. L’ensemble des matrices orthogonales positives d’ordre n est un sous groupe de
(O(n),×). On l’appelle le groupe spécial orthogonal d’ordre n et on le note
SOn(R) ou O+(n).

Preuve. Car c’est le noyau du morphisme de groupes det défini par :
det : (O(E), ◦) −→ (R∗,×)

u 7−→ det u

dans le cas des endomorphismes, et

det : (On(R),×) −→ (R∗,×)
A 7−→ detA

dans le cas des matrices. ■

Proposition 2.8. Soit u un endomorphisme de E et A sa matrice dans une b.o.n de E.
Alors

u ∈ SO(E) ⇐⇒ A ∈ SO(n).

Preuve. Car un endomorphisme de E et sa matrice dans une base donnée ont le même
déterminant. ■
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Rappel sur l’orientation d’un espace vectoriel
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On dit que deux bases B,B′ de E sont de
même sens (ou de même orientation) si le déterminant de B dans B′ est positif. Cela définit
une relation d’équivalence dans l’ensemble des bases, et il y a exactement deux classes
d’équivalence. L’orientation de E est, par définition, le choix d’une classe d’orientation ; les
bases de cette classe sont appelées alors des bases directes, les autres sont dites indirectes.
Si f est un isomorphisme de E, puisque det(f) = detB f(B), alors :

— f conserve l’orientation (c’est à dire que B et f(B) ont la même orientation) si et
seulement det(f) > 0

— f inverse l’orientation (c’est à dire que B et f(B) ont des orientations opposées) si
et seulement det(f) < 0.

2.3. Produit mixte et produit vectoriel

Proposition 2.9. Si E est orienté, alors un endomorphisme de E est une isométrie
positive si et seulement s’il transforme une base orthonormale directe (b.o.n.d) de E en
une b.o.n.d de E.

Preuve. Soit B une b.o.n.d de E et B′ = u (B). On sait que u est une isométrie
vectorielle si et seulement si u (B) = B′ est une b.o.n. D’autre part, par définition
det(u) = detB u (B) = detB (B′). Donc det u > 0 si et seulement si B′ est une b.o.n.d.
■

Corollaire 2.2. Si E est orienté, alors toute matrice de passage A d’une b.o.n.d vers une
b.o.n.d. est une matrice orthogonale positive ; en particulier detA = 1.

Preuve. Car comme précédemment, si A est la matrice de passage d’une base B vers
une autre B′ alors A est la matrice, dans B d’un endomorphisme u tel que u (B) = B′. ■

Proposition 2.10 (et définition). Si E est orienté, alors le determinant de toute famille
(x1, · · · , xn) ∈ En dans une b.o.n.d, ne dépend pas de la b.o.n.d choisie. Ce determinant
s’appelle le produit mixte de (x1, · · · , xn) et se note [x1, · · · , xn] ou Det(x1, · · · , xn)

Preuve. Soient B et B′ deux b.o.n.d de E. La matrice de passage P de B à B′ est alors
une matrice orthogonale positive, donc detP = 1 et par la suite :

detB(x1, · · · , xn) = detB(B′)× detB′(x1, · · · , xn)
= detP × detB′(x1, · · · , xn)
= detB′(x1, · · · , xn)

D’où le résultat. ■

Proposition 2.11 (et définition). Soit E l’espace euclidien orienté et u, v ∈ E. Alors, il
existe un unique vecteur noté u ∧ v tel que :

∀w ∈ E [u, v, w] = (u ∧ v/w) (2.1)

Ce vecteur est appelé produit vectoriel de u et v.
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Remarque 3. L’expression (2.1) justifie la terminologie « produit mixte » ; c’est un mélange
de produit vectoriel et produit scalaire.

Proposition 2.12 (Coordonnées du produit vectoriel dans une b.o.n). Soit B = e1, e2, e3
une base orthonormée directe de l’espace euclidien orienté E. Soit u1 et u2 deux vecteurs

de E de coordonnées : MatB(u1) =

x1y1
z1

 et MatB(u2) =

x2y2
z2

 Alors :

MatB(u1 ∧ u2) =

y1z2 − z1y2
x2z1 − z2x1
x1y2 − y1x2


Propriétés 2.3. Pour tous u, v, w ∈ E on a :

1. ∀λ, µ ∈ R, u ∧ (λv + µw) = λu ∧ v + µu ∧ w
2. v ∧ u = −u ∧ v
3. u ∧ v = 0 si et seulement si u et v sont colinéaires.
4. u ∧ v est orthogonal à u et à v.
5. Si u et v ne sont pas colinéaires, alors (u, v, u∧v) est une base directe. En particulier,

si (u, v) est une famille orthonormée, alors (u, v, u ∧ v) est une base orthonormée
directe.

6. Si (u, v, w) est une base orthonormée directe alors on a :u∧v = w, v∧w = u, w∧u =
v.

7. (u/v)2 + ‖u ∧ v‖2 = ‖u‖2‖v‖2

8. (u ∧ v/w) = (w ∧ u/v) = (v ∧ w/u
9. u ∧ (v ∧ w) = (u/w)v − (u/v)w

Preuve.
7. Soit (i, j, k) une b.o.n.d de E de sorte que i = u

‖u‖
et v appartient au plan engendré

par la famille (i, j). Alors v s’écrit sous la forme v = ‖v‖ (cosα.i+ sinα.j) pour
une certain α ∈ R. Ainsi, (u/v) = ‖u‖.‖v‖. cosα et u ∧ v = ‖u‖.‖v‖. sinα.k, et par
suite :
(u/v)2 + ‖u ∧ v‖2 = ‖u‖2.‖v‖2. cos2 α + ‖u‖2.‖v‖2. sin2 α = ‖u‖2‖v‖2

■

2.4. Isométries vectorielles dans un plan vectoriel

On suppose dans cette section que E est un plan Euclidien ; c’est à dire un espace
Euclidien de dimension égale à 2

Proposition 2.13.

O2(R) = {Rθ, Sθ : θ ∈ R} et SO2(R) = {Rθ : θ ∈ R}

où
Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
et Sθ =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
pour tout θ ∈ R.
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Preuve. Soit A =

(
a b
c d

)
∈M2(R). Alors :

A ∈ O2(R) ⇐⇒


a2 + c2 = 1

b2 + d2 = 1

ab+ cd = 0

⇐⇒ ∃θ, θ′ ∈ R :


a = cos θ, c = sin θ

d = cos θ′, b = sin θ′

sin (θ + θ′) = 0

⇐⇒ ∃θ, θ′ ∈ R :


a = cos θ, c = sin θ

d = cos θ′, b = sin θ′

θ′ = −θ + kπ, k ∈ Z

⇐⇒ ∃θ ∈ R : A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
ou A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
Le résultat en découle sachant que detRθ = 1 et detSθ = −1 ■

Propriétés 2.4.
1. ∀θ, θ′ ∈ R, Rθ ×Rθ′ = Rθ+θ′ .
2. ∀θ ∈ R, R−1

θ = R−θ

3. (SO2(R),×) est un groupe commutatif.

Proposition 2.14. Soient u ∈ L(E), B une b.o.n de E et A la matrice de u dans B.
Alors u est une isométrie vectorielle si et seulement s’il existe θ ∈ R tel que A = Rθ

ou A = Sθ. Dans le premier cas, u est une isométrie positive, dans le second, u est une
réflexion.

Preuve. Le seul point non évident, c’est montrer que u est une réflexion lorsqueA = Sθ.
En effet, dans ce cas, puisque Sθ = I2 alors u est une symétrie vectorielle par rapport à
F = ker (u− idE) parallèlement à G = ker (u+ idE). Montrons que F ⊥ G. Pour cela,
soit x ∈ ker (u− idE) et y ∈ ker (u+ idE). On a alors 〈x/y〉 = 〈u(x)/u(y)〉 = −〈x/y〉,
c’est à dire que 〈x/y〉 = 0. Donc u est une symétrie orthogonale. De plus dimF ≤ 2, donc
dimF = 0, 1 ou 2. Or, si dimF = 0 (resp. dimF = 0) on aura F = {0} et u = −idE
(resp. F = E et u = idE) et par suite det u = 1. Ainsi, dimF = 1, ce qui entraine que u
est une réflexion. Plus précisément, u est la réflexion par rapport à la droite vectoriel D
qui admet, relativement à la base B, l’équation cartésienne : x sin(θ/2)− y cos(θ/2) = 0.
En effet, D = ker(u− id), donc elle est définie par le système(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(
x
y

)
=

(
x
y

)
(2.2)

et on a :

(2.2) ⇔

{
x(cos θ − 1) + y sin θ = 0

x sin θ − y(1 + sin θ) = 0

⇔

{
−2x sin2 θ/2 + 2y sin θ/2 cos θ/2 = 0

2x sin θ/2 cos θ/2− 2y cos2 θ/2 = 0

⇔ x sin θ/2− y cos θ/2 = 0
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■

Proposition 2.15 (et définition). Si E est orienté et u ∈ SO(E), alors il existe un
unique θ ∈ R modulo 2π tel que la matrice de u dans toute b.o.n.d est Rθ. On dit alors
que u est la rotation d’angle θ, et on la note rotθ ou rθ.

Preuve. L’éxistence étant déjà montrée, il suffit de montrer l’unicité. Soient B et B′

deux b.o.n.d de E, et (θ, θ′) ∈ R2 tels que MatB(f) = Rθ et MatB′(f) = Rθ′ . Si P désigne
la matrice de passage de B à B′, alors Rθ′ = P−1RθP. Or, on sait que la matrice de passage
d’une b.o.n.d vers une b.o.n.d est une matrice orthogonale positive, donc P ∈ SO2(R).
Et puisque (SO2(R),×) est un groupe commutatif alors Rθ′ = P−1RθP = Rθ et par
conséquent θ ≡ θ′ [2π]. ■
Des propriétés 2.4, relativement aux matrices orthogonales positives, on peut déduire celle
relativement aux rotations vectorielles.
Propriétés 2.5.

1. ∀θ, θ′ ∈ R, rotθ × rotθ′ = rotθ+θ′ .
2. ∀θ ∈ R, rot−1

θ = rot−θ

3. (O+(E), ◦) est un groupe commutatif.
En résumé, on peut dire que dans un plan vectoriel Euclidien, une isométrie vectorielle

u est soit une rotation, soit une réflexion. La nature exacte peut être déterminée à partir
de l’ensemble des vecteurs invariants, c’est à dire l’ensemble ker(u − id). Si c’est une
droite, alors il s’agit d’une réflexion, sinon c’est une rotation. Dans le cas d’une rotation
alors, soit ker(u − id) = {0}, c’est le cas d’une rotation d’angle θ 6≡ 0, i.e., u 6= id, soit
ker(u− id) = E, c’est le cas où u = id.
Exercice 2.3. monter que, dans un plan euclidien E, toute rotation se décompose en
produit de deux réflexions, l’une étant choisie arbitrairement.

2.5. Angle entre deux vecteurs non nuls

2.5. Angles orientés

Dans cette section, on suppose que E est un plan vectoriel Euclidien orienté.

Théorème 2.16 (et définition). Si E est orienté, alors pour tous a, b ∈ E \ {0} il existe

une unique rotation rotθ telle que rotθ
(

a

‖a‖

)
=

b

‖b‖
. Dans ce cas, θ (modulo 2π) s’appelle

l’angle (orienté) entre a et b, et se note (â, b).

Preuve. Posons e1 =
a

‖a‖
et considérons e2 ∈ E tel que (e1, e2) soit une b.o.n.d de E.

Comme b

‖b‖
est un vecteur unitaire, alors il existe un unique réel θ ∈ R modulo 2π tel

que b

‖b‖
= cos θ.e1 + sin θ.e2. D’autre part, pour tout θ′ ∈ R, puisque la matrice de rotθ′

dans la base (e1, e2) est Rθ′ , on a rotθ′(e1) = cos θ′.e1 + sin θ′.e2. Ainsi,

rotθ′

(
a

‖a‖

)
=

b

‖b‖
⇔ θ′ ≡ θ [2π].
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■

Remarque 4. De passage, dans la preuve précédentes, on a montré que si e1 =
a

‖a‖
et

(e1, e2) est une b.o.n.d de E, alors :

θ = (â, b) ⇐⇒ b = ‖b‖ (cos θ.e1 + sin θ.e2)

Proposition 2.17. Si E est orienté, l’angle orienté θ = (â, b) entre deux vecteurs non
nuls a, b ∈ E \ {0} est caractérisé par :

cos θ =
〈a, b〉

‖a‖.‖b‖
et sin θ =

[a, b]

‖a‖.‖b‖

où [a, b] est le produit mixte de a et b ; c’est à dire le déterminant de (a, b) dans une
b.o.n.d.

Preuve. En effet, si e1 =
a

‖a‖
, θ = (â, b) et (e1, e2) est une b.o.n.d de E alors b =

‖b‖ (cos θ.e1 + sin θ.e2) et par conséquent :

〈a/b〉 = ‖a‖.‖b‖〈e1/ cos θ.e1 + sin θ.e2〉 = ‖a‖.‖b‖ cos θ

et

[a, b] =

∣∣∣∣∣∣
‖a‖ ‖b‖ cos θ

0 ‖b‖ sin θ

∣∣∣∣∣∣ = ‖a‖.‖b‖. sin θ

■

Remarque 5. On viens de montrer implicitement que :

|[a, b]| ≤ ‖a‖.‖b‖

Propriétés 2.6. Soit u, v, w trois vecteurs non nuls de P . Alors :
1. (û, v) ≡ 0 [π] si et seulement si u et v sont colinéaires.
2. (û, v) ≡ 0 [2π] si et seulement si u et v sont positivement liés.
3. (û, v) ≡ π [2π] si et seulement si u et v sont négativement liés.
4. (û, v) ≡ π/2 [π] si et seulement si u et v sont orthogonaux.
5. La famille (u, v) est une base directe si et seulement si on a 0 < (û, v) < π, modulo

[2π].
6. (û, w) ≡ (û, v) + (v̂, w) [2π].
7. (û, v) ≡ −(v̂, u) [2π].

8. ∀λ, µ > 0 (λ̂.u, µ.v) ≡ (û, v) [2π].

Exercice 2.4. soit a, b ∈ E\{0}, θ = (â, b), (e1, e2) une b.o.n.d de E et posons α = (ê1, a).
Exprimer a dans la base (e1, e2) et montrer que b = ‖b‖ (cos (α + θ) .e1 + sin (α + θ) .e2) .

Définition 2.5. Considérons deux droites D1, D2 (resp. deux demi-droites d1, d2) de E
dirigées respectivement par u1 et u2
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1. L’angle orienté
(
d̂1, d2

)
entre d1 et d2, est l’angle orienté des deux vecteurs u1, u2.

2. L’angle orienté
(
D̂1, D2

)
entre D1 et D2 est égale à

(
û1, u2

)
modulo π. Cela revient

à considérer l’angle orienté
(
D̂1, D2

)
comme étant l’ensemble des mesures des angles

orientés
(

̂±u1,±u2
)

.

On obtient facilement les propriétés suivantes :
Propriétés 2.7. Considérons trois droites D1, D2, D3 et trois demi-droites d1, d2, d3 de E.

1.
(
d̂1, d2

)
= 0 [2π] ⇔ d1 = d2

2.
(
D̂1, D2

)
≡ 0 [π] ⇔ D1 = D2

3.
(
D̂1, D2

)
≡ π

2
[π] ⇔ D1 et D2 sont orthogonales

4. Relation de Chasles : (
d̂1, d2

)
+
(
d̂2, d3

)
=
(
d̂1, d3

)
et (

D̂1, D2

)
+
(
D̂2, D3

)
=
(
D̂1, D3

)
.

En particulier,
(
D̂1, D2

)
= −

(
D̂2, D1

)
et
(
d̂1, d2

)
= −

(
d̂2, d1

)
.

5. Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) θ est une mesure de

(
D̂1, D2

)
;

(b) il existe −→u1 ∈
−→
D1 et −→u2 ∈

−→
D2 non nuls tels que

(−̂→u1,−→u2) = θ[2π] ;

(c) il existe u⃗1 ∈
−→
D1 et u⃗2 ∈

−→
D2 non nuls tels que

(−̂→u1,−→u2) = θ + π[2π] ;

(d) pour tous v⃗1 ∈
−→
D1 et v⃗2 ∈

−→
D2 non nuls, on a

(
̂⃗v1, v⃗2

)
= θ[2π] ou bien

(
̂⃗v1, v⃗2

)
=

θ + π [2π].
Remarque 6. On a vu que dans le cas où u est une réflexion de matrice A = Sθ dans une
b.o.n B = (i, j), alors u est la réflexion par rapport à la droite vectoriel D d’équation
cartésienne (relativement à la base B) : x sin(θ/2) − y cos(θ/2) = 0. Ce la veut dire que
si D est dirigé par un vecteur non nul u, alors (î, u) ≡ θ/2 [π], ou tout simplement, c’est
l’angle orienté entre la droite vectorielle dirigée par i et D. On dit dans ce cas que D est
la droite d’angle polaire θ/2.

D

j

i

θ/2

θ/2

Figure 2.1 – Droite d’angle polaire θ/2
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2.5. Angles non orientés

Définition 2.6. Soient u, v deux vecteurs non nuls de E et D1, D2 (resp. d1, d2 ) les
droites (resp. demi-droites) vectorielles dirigées par u et v.

1. L’angle non orienté entre u et v (resp. d1 et d2 ) est le réel :

{û, v} =
{
d̂1, d2

}
= arccos

(
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

)
∈ [0, π]

2. L’angle non orienté entre D1 et D2 est le réel :{
d̂1, d2

}
= arccos

|(u1 | u2)|
‖u1‖ · ‖u2‖

∈
[
0,
π

2

]
.

Remarque 7. L’angle de deux vecteurs (resp. de deux droites, de deux demi-droites) vec-
torielles est indépendant du choix de leurs vecteurs directeurs. on l’appelle aussi parfois
l’angle géométrique, et on peut utiliser aussi les notations û, v, d̂1, d2 et D̂1, D2

Propriétés 2.8. Soient u et v deux vecteurs non nuls de E, d1, d2 deux demi-droites de E
et D1, D2 deux droites de E. Alors :

1. {û, v} = {v̂, u},
{
D̂1, D2

}
=
{
D̂2, D1

}
et
{
d̂1, d2

}
=
{
d̂2, d1

}
.

2. {û, v} = π
2

si et seulement si u et v sont orthogonaux.

3.
{
d̂1, d2

}
= π

2
si et seulement si d1 et d2 sont orthogonales.

4.
{
d̂1, d2

}
= π

2
si et seulement si D1 et D2 sont orthogonales.

5. {û, v} = 0 si et seulement si u et v sont positivement liés.

6.
{
d̂1, d2

}
= 0 si et seulement si d1 = d2.

7.
{
D̂1, D2

}
= 0 si et seulement si D1 = D2.

8. {û, v} = π si et seulement si u et v sont négativement liés.

9.
{
d̂1, d2

}
= π si et seulement si d1 et d2 sont opposées.

Proposition 2.18. Supposons que dimE = 3. Alors, pour tous u, v non nuls de E, on a

‖u ∧ v‖ = ‖u‖ · ‖v‖ · sin {û, v} .

Preuve.
‖u ∧ v‖2 = ‖u‖2 · ‖v‖2 − (u | v)2

= ‖u‖2 · ‖v‖2 − ‖u‖2 · ‖v‖2 cos2 {û, v}
= ‖u‖2 · ‖v‖2 · sin2 {û, v} .

Mais {û, v} ∈ [0, π], donc sin {û, v} ≥ 0 et le résultat s’ensuit. ■

Proposition 2.19. Les isométrie vectorielles conservent les angles non orientés. De plus,
en dimension 2, toute isométrie positive conserve les angles orientés, tandis que les iso-
métrie négatives les inversent.
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Preuve. Soit u ∈ L(E) une isométrie positive et x, y ∈ E deux vecteurs non nuls.
On a alors 〈u(x)/u(y)〉 = 〈x/y〉. Ceci montre que Les isométrie conservent les angles non
orientés. Si de plus E est de dimension 2, alors le déterminant de (u(x), u(y)) et de (x, y)
dans une b.o.n.d ont le même signe (ont des signes contraires), d’où le résultat. ■

2.6. Isométries vectorielles en dimension 3

On suppose dans cette section que E est orienté et que dimE = 3. On le note E3.

Orientation d’un plan vectoriel de E3 par un vecteur normal.
Soient H un plan vectoriel de E3 et e1 un vecteur unitaire orthogonal à H. On dit qu’une
base (e2, e3) de H est directe dans H, si (e1, e2, e3) est une base directe de E3.

Classification des isométries vectorielles de E3.

Soit f ∈ O (E3) et posons F = ker (f − id).

— 1er cas : dimF = 1.
Orientons F⊥ par un vecteur unitaire e1 de F, et soit (e2, e3) une b.o.n.d de F⊥.
Remarquons que F⊥ est stable par f . En effet, si x ∈ F⊥ alors

〈f(x)/e1〉 = 〈f(x)/f(e1 =〉 = 〈x/e1〉 = 0.

De plus, l’endomorphisme f|F⊥ : F⊥ → F⊥ de f est, lui aussi, une isométrie. Plus
précisément, c’est une rotation ; car 0 est l’unique vecteur invariant par f|F⊥ . Si θ est

l’angle de cette rotation alors la matrice de f dans (e1, e2, e3) est

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

.

On dit que f est la rotation d’axe F , orienté par e1, et d’angle θ. Dans le cas où
θ = π, on dit que f est retournement.

— 2eme cas : dimF = 3.
Dans ce cas f = id. On dit que dans ce cas que f est une rotation d’angle null.

— 3eme cas : dimF = 2.
Soit (e2, e3) une b.o.n de F et e1 un vecteur unitaire ∆ = F⊥. Comme précédem-
ment, ∆ = F⊥ est stable par f . Ainsi, f(e1) = α.e1 pour un certain α ∈ R. Et
puisque f est une isométrie, alors α = ±1. Si α = 1 alors on aura dimF = 3. Ainsi,

α = −1, et par la suite, la matrice de f dans (e1, e2, e3) est

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

. f est

donc la réflexion par rapport à F
— 4eme cas : dimF = 0. Dans ce cas det (f − id) 6= 0. Posons P (λ) = det (f − λid).

Il s’agit d’un polynôme de degré 3 en λ, donc il admet une racine réelle λ qui ne
peut être que −1. Soit e1 un vecteur unitaire de E tel que f (e1) = −e1. Orientons
H = e⊥1 par e1 et soit (e2, e3) une b.o.n.d de H. Encore une fois, H est stable par f ,
et f|H est une rotation ; car 0 est l’unique vecteur invariant par f . Si θ est l’angle
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de cette rotation alors la matrice de f dans (e1, e2, e3) est de la forme :

MatB(f) =

 −1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


et que −1 0 0

0 1 0
0 0 1

×

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

×

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1


f est donc la composée commutative de la rotation d’axe ∆ engendré et orienté par
e1, et d’angle θ, et de la reflexion par rapport à H.

Résumé

ker (f − id) Nature de f
E3 f = id. c’est une rotation d’angle nul

une droite ∆ une rotation d’axe ∆ et d’angle θ
un plan H la reflexion par rapport à H

{0} composée commutative d’une rotation d’axe ∆ et
d’une réflexion par rapport à ∆⊥

Détérmination des éléments caractéristiques

— Si detA = 1 : Dans ce cas, f est une rotation. Son axe ∆ est détérminée en résolvant
l’équation AX = X. Pour son angle θ, en orientant ∆ par par un vecteur e1, alors
θ est déterminé par cos θ =

trA− 1

2
sin θ. [e1, x, f(x)] ⩾ 0

où x est tout vecteur vérifiant x /∈ ∆. Ainsi,
θ = arccos

(
trA− 1

2

)
; si [e1, x, f(x)] ⩾ 0

θ = − arccos

(
trA− 1

2

)
; sinon

— Si detA = −1 et A est symétrique : f est la reflexion par rapport au plan H qui
est est détérminée en résolvant l’équation AX = X.

— Si detA = −1 et A n’est pas symétrique : f et la composée commutative d’une
rotation d’axe ∆ orienté par e1 et d’angle θ, et d’une reflexion par rapport à ∆⊥.

— L’axe ∆ est détérminée en résolvant l’équation AX = −X
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— L’angle θ est caractérisé parcos θ =
trA+ 1

2
sin θ. [e1, x, f(x)] ⩾ 0

où x est tout vecteur vérifiant x /∈ ∆. Donc,
θ = arccos

(
trA+ 1

2

)
; si [e1, x, f(x)] ⩾ 0

θ = − arccos

(
trA+ 1

2

)
; sinon

Exercice 2.5. Montrer que tout endomorphisme orthogonal de E3 est produit d’au moins
3 réflexions vectorielles.

2.7. Similitudes vectorielles

Définition 2.7. On dit qu’une application linéaire u ∈ L(E) est une similitude (vecto-
rielle), s’il existe un réel k > 0 tel que ‖u(x)‖ = k‖x‖ pour tout x ∈ E. Dans ce cas,
k s’appelle le rapport de cette similitude. Elle est dite directe (resp. indirecte), si son
déterminant est positif (resp. négatif).

Exemple 2.2.
1. Toute isométrie est une similitude de rapport 1,
2. Toute homothétie (vectorielle) λ.id est une similitude de rapport k = |λ|.
Les propriétés suivantes sont immédiates :

Propriétés 2.9.
1. Toute similitude est un automorphisme linéaire de E.
2. La composée de deux similitudes de rapports respectifs k, k′ est une similitudes de

rapport kk′.
3. L’ensemble Sim(E) des similitudes de E est un sous-groupe de GL(E).
4. L’ensemble Sim+(E) des similitudes directes de E est un sous-groupe de Sim(E).

Remarque 8. La notion de similitudes est une généralisation de celle des isométries. Plus
encore, comme on va le voir, la proposition 2.3 ci-dessous permet de ramener l’étude des
similitudes à celle des isométries.

Proposition 2.20. Un endomorphisme u de E est une similitude (resp. une similitude
directe) de rapport k > 0 si et seulement si l’application 1

k
.u est une isométrie (resp. une

isométrie directe).

Preuve. Car pour tout x, y ∈ E on a : ‖u(x)‖ = k‖x‖ ⇐⇒ ‖ 1
k
.u(x)‖ = ‖x‖. ■

Corollaire 2.3. Toute similitude vectorielle (resp. similitude vectorielle directe, simi-
litude vectorielle indirecte) s’écrit de manière unique comme composée d’une isométrie
(resp. isométrie vectorielle directe, similitude vectorielle indirecte) et d’une homothétie
de rapport k > 0.
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Preuve. En effet, si u est une similitude de E de rapport k > 0 alors, en posant
f = 1

k
.u et h = k.id ; l’homothétie de E de rapport k, alors il est facile de vérifier que

u = h ◦ f = f ◦ h, et que cette décomposition est unique. ■

Comme autre conséquence, on obtient la caractérisation suivante des similitudes.

Proposition 2.21. Soient u ∈ L(E) et k > 0. Alors u est une similitude de rapport k si
et seulement si (u(x)|u(y)) = k2(x|y) pour tous x, y ∈ E.

Preuve. En effet, u est une similitude de rapport k si et seulement si l’application
1
k
.u est une isométrie, si et seulement si, en vertu de la proposition 2.1, l’application 1

k
.u

conserve le produit scalaire, i.e., ∀x, y ∈ E, (u(x)|u(y)) = k2(x|y). ■

On donne maintenant deux autres deux autres caractérisations en relation avec les
angles.

Théorème 2.22. Supposons n ≥ 2. Pour tout endomorphisme injectif u ∈ L(E), les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est une similitude ;
(ii) u conserve les angles non orientés (de vecteurs, de demi-droites, de droites) ;

(iii) u conserve l’orthogonalité.

Preuve.
— (i) ⇒ (ii) : on avait déjà montré dans la proposition 2.19 que les isométries conservent

les angles non orientés. En Vertu de la proposition 2.3, il suffit de le vérifier pour les
homothéties, ce qui est immédiat. Le résultat peut être obtenu aussi en appliquant
la proposition 2.21 pour avoir 〈u(x)/u(y)〉

‖u(x)‖.‖u(y)‖
=

〈x/y〉
‖x‖.‖y‖

.

— (ii) ⇒ (iii) : Évident puisque, si u conserve les angles non orientés alors u conserve
les angles droits.

— (iii) ⇒ (i) : Pour tout x ∈ E non nul, définissons les formes linéaires ϕx : y → (x|y)
et ψx : y → (u(x)|u(y)). Comme x est non nul, ϕx est non nulle, et l’hypothèse
(iii) se traduit par ker(ϕx) = ker(ψx). Par conséquent, il existe un réel λ(x) tel que
ψx = λ(x)ϕx. Ainsi,

∀x, y ∈ E \ {0}, (u(x)|u(y)) = λ(x)(x|y) = λ(y)(x|y).

Pour y = x on trouve λ(x) > 0. Il suffit donc de montrer que λ(x) = λ(y). On peut
remarquer déjà que si (x|y) 6= 0 alors λ(x) = λ(y). Supposons que (x|y) = 0 et
posons z = x + y. On a alors (z|y) = ‖y‖ 6= 0 et (z|x) = ‖x‖ 6= 0, donc z 6= 0 et
λ(x) = λ(z) = λ(y). Conclusion : u est bien une similitude de rapport k = λ(x)

■

Théorème 2.23. Soit E un plan euclidien orienté. Pour u ∈ L(E) injective, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) u est une similitude directe (resp. indirecte) ;
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(ii) u conserve (resp. renverse) les angles orientés (de vecteurs, de demi-droites, de
droites).

Preuve. En effet, d’après le théorème 2.22, u est une similitude si et et seulement
si elle conserve les angles non orientés. De plus, comme le cas des isométries, pour tous
vecteurs non nuls x, y ∈ E, les produits mixtes [u(x), u(y)] et [x, y] ont le même signe
(resp. des signes contraires) si u est positive (resp. est négative). ■

Exercice 2.6. Supposons E de dimension 2. Montrer que si x, y ∈ E sont deux vecteurs
non nuls et distincts, alors il existe une unique similitude directe (resp. indirecte) s telle
que s(x) = y.
Exercice 2.7. En utilisant le corollaire 2.3 et la classifications des isométries en dimen-
sions 2 et 3, Déterminer toutes similitude directe et indirecte en dimensions 2 et 3.
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3.1. Espaces affines Euclidiens, distance Euclidienne

Définition 3.1. Un espace affine réel est dit euclidien si sa direction est un espace vectoriel
euclidien.

Dans toute la suite, la lettre E désigne un espace affine euclidien de dimension n et de
direction

−→
E . On note indifféremment (−→u |−→v ) ou −→u.−→v le produit scalaire de deux vecteurs

−→u et −→v de
−→
E , et ‖ · ‖ la norme euclidienne qui lui est associée. Dont le cas où n = 2, on

parle d’un plan affine Euclidien.

Proposition 3.1 (et définition). L’application définie par

d : E × E → R
(A,B) 7→ d(A,B) = ‖

−→
AB‖

est une distance sur E ; c’est à dire qu’elle vérifie les propriétés suivantes :
1. La positivité : ∀A,B ∈ E, d(A,B) ≥ 0 ;
2. la symétrie : ∀A,B ∈ E, d(A,B) = d(B,A) ;

29
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3. l’inégalité triangulaire : ∀A,B,C ∈ E, d(A,C) ≤ d(A,B) + d(B,C) ;
4. la séparation : ∀A,B ∈ E, d(A,B) = 0 ⇔ A = B.

On l’appelle « la distance sur E associée a la norme euclidienne ‖ · ‖ de
−→
E », ou plus

simplement, « la distance euclidienne sur E ».
Pour tout (A,B) ∈ E2, la quantité d(A,B) s’appelle la distance entre les points A et B.

Notation. Dans toute la suite, on emploiera l’écriture AB plutôt que d(A,B) pour
designer la distance entre deux points A et B de E.

Remarque 9.
1. Tout espace affine réel de dimension finie peut être muni d’une structure euclidienne ;

car tout espace vectoriel réel de dimension finie peut être muni d’une structure
vectorielle euclidienne

2. Tout espace vectoriel euclidien (E, ‖ · ‖ est muni de sa structure affine canonique.
La distance euclidienne est donnée par d(−→x ,−→y ) = ||−→y −−→x ||.

3.2. Orthogonalité

3.2. Repère orthonormal

Définition 3.2. Un repère cartésien de E est dit orthogonal (resp. orthonormé) si la base
de E⃗ qui lui est associée est orthogonale (resp. orthonormée). On pourra écrire « r.o.n. »).

Théorème 3.2. Tout espace affine euclidien non réduit à un point possède au moins un
repère orthonormé.

Preuve. Car tout espace vectoriel euclidien non nul possède au moins une base ortho-
normée. ■
L’intérêt de ces repères est que les calculs y sont plus souples :

Proposition 3.3. Dans un repère orthonormé R = (O,−→e 1, · · · ,−→e n) de E, si M =
(x1, · · · , xn) et N = (y1, · · · , yn), alors :

1. MN =

√
n∑

i=1

(yi − xi)
2.

2. ∀i ∈ {1, · · · , n}, xi =
−−→
OM.−→e i ; c’est à dire que M =

(−−→
OM.−→e 1, · · · ,

−−→
OM.−→e n

)
.

Preuve. Facile. ■

3.2. Orthogonalité et perpendicularité des sous-espaces affines

Définition 3.3. Soient F et G deux sous-espaces affines de E.
1. On dit que F et G sont orthogonaux si F⃗ et G⃗ le sont, i.e. si G⃗ ⊂ F⃗⊥ (ou encore,

si F⃗ ⊂ G⃗⊥). On note alors F ⊥ G ou G ⊥ F .
2. On dit que F et G sont supplémentaires orthogonaux si F⃗ et G⃗ le sont, i.e. si G⃗ = F⃗⊥

(ou encore, si F⃗ = G⃗⊥). Cela revient aussi à dire que F et G sont supplémentaires
et orthogonaux.
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3. On dit que F et G sont perpendiculaires si F⃗⊥ ⊂ G⃗ (ou encore, si G⃗⊥ ⊂ F⃗ ).

Remarque 10.
1. Si F et G sont orthogonaux (resp. supplémentaires orthogonaux, perpendiculaires)

alors G et F le sont aussi.
2. Si F et G sont supplémentaires, alors les notions de l’orthogonalité et de la perpen-

dicularité coïncident.
3. En dimension 3, deux plans ne peuvent jamais être orthogonaux et, contrairement

à ce qui est d’usage en géométrie classique, deux droites affines ne seraient jamais
perpendiculaires. Pour cela, spécialement dans ce cas particulier, nous adaptons la
définition suivante : deux droites affines D1 et D2 seront dites perpendiculaires si
elles sont sécantes et perpendiculaires (suivant la définition précédente) dans le plan
affine engendré par D1 ∪ D2.

Proposition 3.4 (Cas particuliers).
1. Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si elles sont orthogonales et sé-

cantes.
2. Une droite D et un hyperplan H sont perpendiculaires si et seulement s’ils sont

orthogonaux, si et seulement si D est orthogonale à toute droite de H.
3. Deux hyperplans H1 et H2 sont perpendiculaires si et seulement si H1 contient une

droite perpendiculaire à H2.

Proposition 3.5. Soient F et G deux sous-espaces de E.
1. Si F et G sont orthogonaux alors F ∩G est soit vide, soit un singleton.
2. Si F et G sont perpendiculaires alors F ∩G est non vide.
3. Si F et G sont supplémentaires orthogonaux alors F ∩G est un singleton.

Preuve.
1. Si F ⊥ G, alors F⃗ ⊥ G⃗, donc F⃗ ∩ G⃗ = {−→0 }. Par suite, si F ∩G n’est pas vide, c’est

un sous-espace de dimension 0, c’est-à-dire un singleton.
2. Dans ce cas on aura dim F⃗ +dim G⃗ ≥ dim F⃗ +dim F⃗⊥ = dim E⃗, et par suite F ∩G

n’est pas vide.
3. Évident.

■

Exercice 3.1. Montrer que deux droites hyperplans H1 et H2, d’équations cartésiennes
n∑

i=1

aix + a = 0 et
n∑

i=1

bix + b = 0 dans un r.o.n, sont perpendiculaires si, et seulement si,
n∑

i=1

aibi = 0.

3.2. Hyperplan défini par un point et un vecteur normal

Proposition 3.6 (et définition).
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1. Pour tout point A ∈ E et tout vecteur non nul −→n ∈
−→
E , l’ensemble

H = {M ∈ E : −→n .
−−→
AM = 0}

est un hyperplan de E contenant A. Plus précisément, H = A+−→n ⊥.
2. Réciproquement, pour tout hyperplan H de E, il existe un vecteur non nul −→n ∈

−→
E

tel que pour tout point A ∈ H on a :

H = {M ∈ E : −→n .
−−→
AM = 0}.

Dans ce cas, on dit que −→n est vecteur normal à H.

Preuve. Facile ■

Exemple 3.1. Dans un triangle ABC d’un plan affine, l’unique droite passant par A et
orthogonale à (BC) s’appelle la hauteur issue de A. Son unique point d’intersection avec
(BC) est son pied.
Exercice 3.2 (Ligne de niveau). Soient un vecteur −→v unitaire, A un point de E et λ ∈ R.
Étudier l’ensemble H des points M tels que

−−→
AM.−→v = λ.

Solution. Soit le point B ∈ E tel que
−→
AB = λ.−→v . On a alors :

−→
AB.−→v = λ et par suite

B ∈ H. D’autre part, pour tout point M ∈ E on a :−−→
AM.−→v =

−→
AB.−→v +

−−→
BM.−→v = λ+

−−→
BM.−→v . Par conséquent, M ∈ H si et seulement si−−→

BM.−→v = 0. Finalement, D est l’hyperplan passant par H et admettant le vecteur −→v
comme vecteur normal.

Proposition 3.7 (Équation normale d’un hyperplan). Un hyperplan H de E admet un
vecteur non nul −→n de coordonnées (a1, ..., an) dans la base orthonormée B si et seulement
s’il admet dans le repère orthonormé R une ’équation cartésienne de la forme : a1x1 +
a2x2 + · · ·+ anxn + c = 0 pour un certain c ∈ R.

3.2. hyperplan médiateur d’un segment

Proposition 3.8. Soient A, B deux points distincts de E et soit I le milieu de [AB]. Il
existe un unique hyperplan H de E passant par I et perpendiculaire à la droite (AB), à
savoir H = I +

−→
AB⊥. On l’appelle hyperplan médiateur du segment [AB]. En dimension

2, on dira plutôt médiatrice du segment [AB].

Preuve. L’hyperplan H en question n’est autre que celui passant par I et admettant−→
AB comme vecteur normal, car les notions de « perpendiculaires » et « orthogonaux »
coïncident pour une droite et un hyperplan. ■
Voici une caractérisations des hyperplans médiateurs qui est purement métrique.

Théorème 3.9. Étant donné deux points distincts A,B de E, l’ensemble des points de
E équidistants de A et B n’est autre que l’hyperplan médiateur du segment [AB] ; i.e.,

{M ∈ E :MA =MB} = {M ∈ E :
−−→
IM ⊥

−→
AB}.

où est le milieu de [AB].
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Preuve.
pour tout point M ∈ E on a :

MA =MB ⇔ ‖
−−→
MB‖2 − ‖

−−→
MA‖2 = 0

⇔ (
−−→
MA+

−−→
MB |

−−→
MB −

−−→
MA) = 0

⇔ (
−−→
IM |

−→
AB) = 0

(
car

−−→
MI =

1

2
(
−−→
MA+

−−→
MB)

)
,

d’où le résultat. ■

3.3. Projections et symétries orthogonales

Définition 3.4. Soit F un sous-espace affine de E.

1. On appelle projection orthogonale sur F , la projection sur F parallèlement à F⃗⊥.
On la notera pF .

2. On appelle symétrie orthogonale par rapport à F , la symétrie par rapport à F
parallèlement à F⃗⊥. On la notera sF .

3. Une symétrie orthogonale d’axe un hyperplan s’appelle une réflexion.

Remarques 4.

1. La partie linéaire d’une projection (resp. symétrie) orthogonale affine est une pro-
jection (resp. symétrie) orthogonale vectorielle.

2. Une symétrie centrale est une symétrie orthogonale.
3. Si F est un sous-espace affine de E alors sF = 2pF − idE, i.e., sF (M) = M +

2
−−−−−−→
MpF (M) pour tout M ∈ E.

Une projection orthogonale sur une droite ou un hyperplan possède une expression
relativement simple.

Proposition 3.10.

1. Si ∆ est une droite de E passant par un point A et dirigée par un vecteur u⃗, alors
pour tout point M ∈ E on a :

p∆(M) = A+
(
−−→
AM | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗.

2. Si H un hyperplan de E passant par un point A et ayant n⃗ comme vecteur normal,
alors pour tout M ∈ E on a :

pH(M) =M +
(
−−→
MA | n⃗)
‖n⃗‖2

n⃗.

Preuve.
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1. Soit x⃗ ∈ E⃗, et soit x⃗ = λu⃗+ z⃗ sa décomposition dans ∆⃗⊕∆⃗⊥. Alors (x⃗ | u⃗) = λ‖u⃗‖2,

ce qui donne x⃗ =
(x⃗ | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗+ z⃗ et par la suite p∆⃗(x⃗) =
(x⃗ | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗

Comme A ∈ ∆ = Inv (p∆), on en déduit :

∀M ∈ E, p∆(M) = p∆(A) + p∆⃗(
−−→
AM) = A+

(
−−→
AM | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗.

2. Observons que pH⃗ + pH⃗⊥ = idE⃗ (car H⃗ et H⃗⊥ sont supplémentaires) et H⃗⊥ = R.n⃗.
La preuve de 1) donne

∀x⃗ ∈ E⃗, pH⃗(x⃗) = x⃗− (x⃗ | n⃗)
‖n⃗‖2

n⃗

d’où

∀M ∈ E, pH(M) = pH(A) + pH⃗(
−−→
AM) = A+

−−→
AM − (

−−→
AM | n⃗)
‖n⃗‖2

n⃗ =M +
(
−−→
MA | n⃗)
‖n⃗‖2

n⃗.

■

3.4. Distance d’un point à un sous-espace

Définition 3.5. Soit A un point de E et F un sous-espace de E. On appelle distance de
A à F le réel d(A,F ) = inf{AM : M ∈ F}.

Remarque 11. Le réel d(A,F ) existe bien, car il s’agit de la borne inférieure d’une partie
de R non vide et minorée par 0.

Théorème 3.11. Si A est un point et F est un sous-espace de E, la distance d(A,F ) est
atteinte en un unique point de F qui n’est autre que le projeté orthogonal pF (A) de A sur
F . Autrement dit, pF (A) est le point de F qui est le plus proche de A.

Preuve. En effet, si on note A′ = pF (A), pour tout point M ∈ F on a Comme
−−→
A′M ∈ F⃗ et

−−→
AA′ ∈ F⃗⊥, d’où, d’après le théorème de Pythagore : AM2 = AA′2 + A′M2.

Ainsi, AM2 ≥ AA′2, avec égalité si et seulement si M = A′. ■

On peut donner des formules explicites pour calculer cette distance dans le cas où F
est un hyperplan :

Proposition 3.12. Soient M ∈ E, D une droite affine de E et H un hyperplan affine de
E.

1. Si H passe par un point A et admet un vecteur n⃗ comme vecteur normal alors :

d(M,H) =

∣∣∣(−−→AM | n⃗
)∣∣∣

‖n⃗‖
.
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2. Si, dans un repère orthonormé R de E, le système de coordonnées de M est donné
par (a1, · · · , an), et l’hyperplan H est définie par équation cartésienne de la forme
α1x1 + · · ·+ αnxn + β = 0, alors

d(M,H) =
|α1a1 + · · ·+ αnan + β|√

α2
1 + · · ·+ α2

n

.

3. Si la droite D passe par un point A et dirigée par un vecteur u⃗, alors :

d(M,D) =

√
‖
−−→
MA‖2 − (

−−→
AM | u⃗)2

‖u⃗‖2

Si de plus E est un espace affine Euclidien orienté et de dimension 3 alors :

d(M,D) =
‖
−−→
AM ∧ u⃗‖
‖u⃗‖

.

Preuve.
1. D’après le théorème précédent, nous avons d(M,H) = MM ′, où M ′ = pH(M). Or,

d’après la proposition 3.10, pour tout vecteur normal n⃗ à H, on a

M ′ = pH(M) =M +

(−−→
MA | n⃗

)
‖n⃗‖2

n⃗.

Ainsi,

d(M,H) =MM ′ =

∣∣∣(−−→MA | n⃗
)∣∣∣

‖n⃗‖
.

2. Posons R = (O, e⃗1, · · · , en), et (a′1, · · · , a′n) le système de coordonnées d’un point
quelconque A ∈ H. Dans ce cas, le vecteur n⃗ =

n∑
i=1

αie⃗i est bien un vecteur normal

à H et :

d(M,H) =

∣∣∣(−−→MA | n⃗
)∣∣∣

‖n⃗‖

=

∣∣∣∣ n∑
i=1

αi (ai − a′i)

∣∣∣∣√
α2
1 + · · ·+ α2

n

=

∣∣∣∣ n∑
i=1

αiai −
n∑

i=1

αia
′
i

∣∣∣∣√
α2
1 + · · ·+ α2

n

=

∣∣∣∣ n∑
i=1

αiai + β

∣∣∣∣√
α2
1 + · · ·+ α2

n
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3. Si on pose M ′ le projeté de M sur D alors toujours d’après la proposition 3.10 on

a M ′ = A+
(
−−→
AM | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗. Ainsi

−−−→
MM ′ =

−−→
MA+

(
−−→
AM | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗. (3.1)

Comme
−−−→
MM ′ ⊥ −→u , alors d’après le théorème de Pythagore on a :

‖
−−→
MA‖2 = ‖

−−−→
MM ′ − (

−−→
AM | u⃗)
‖u⃗‖2

u⃗‖2 = ‖
−−−→
MM ′‖2 + (

−−→
AM | u⃗)2

‖u⃗‖2

On en déduit que

d(M,D) =

√
‖
−−→
MA‖2 − (

−−→
AM | u⃗)2

‖u⃗‖2

Supposons que E est un espace affine Euclidien orienté et de dimension 3. Dans ce
cas, puisque

−−−→
MM ′ ⊥ −→u alors

d(M,D) =MM ′

=
‖
−−−→
MM ′ ∧ −→u ‖

‖−→u ‖

=
‖
−−→
MA ∧ −→u + (

−−→
AM |u⃗)2

∥u⃗∥2−→u ∧−→u ‖
‖−→u ‖

, c’est d’après la formule (3.1)

=
‖
−−→
MA ∧ −→u ‖
‖−→u ‖

■

Exercice 3.3. On suppose que E est de dimension 3. Montrer que la distance entre un
point M ∈ E et un plan affine P de E défini par trois points non aplatis A,B,C est égale
à :

d(M,P ) =

∣∣∣[−−→MA,
−−→
MB,

−−→
MC

]∣∣∣
‖
−→
AB ∧

−→
AC‖

3.5. Angles de droites et de demi-droites affines

Définition 3.6. L’angle orienté (resp. non orienté) de deux droites affines, ou de deux
demi-droites affines, est celui de leurs directions.

Remarque 12. On utilise les mêmes notations que celles utilisées dans le cas vectoriel.
Pour le cas de demi-droites, dans la pratique, on considèrera surtout des demi-droites
affines de même origine.

Proposition 3.13. On suppose que ici que E est un plan affine Euclidien orienté. Soient
D1, D2, D3 des droites de E, et d1, d2, d3 des demi-droites et de E, de même origine.
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1.
(
d̂1, d2

)
= 0[2π] ssi d1 = d2.

2.
(
D̂1, D2

)
= 0[π] ssi D1‖D2.

3.
(
d̂1, d2

)
= π

2
[2π] ssi d1 et d2 sont orthogonales et deux vecteurs directeurs respectifs

quelconques u⃗1, u⃗2 de ces demi-droites forment une base directe (u⃗1, u⃗2).

4.
(
D̂1, D2

)
= π

2
[π] ssi D1 et D2 sont perpendiculaires.

5. Relation de Chasles(
d̂1, d2

)
+
(
d̂2, d3

)
=
(
d̂1, d3

)
et
(
D̂1, D2

)
+
(
D̂2, D3

)
=
(
D̂1, D3

)
.

En particulier,
(
D̂1, D2

)
= −

(
D̂2, D1

)
et
(
d̂1, d2

)
= −

(
d̂2, d1

)
.

Preuve. Similaire à celle concernant les angles orientés de demi-droites (on utilise les
résultats de la proposition précédente). ■

On obtient facilement les propriétés des angles non orientés de demi-droites à partir
de celles des angles non orientés de vecteurs.

Proposition 3.14. Soient D1 et D2 deux droites de E, et d1 et d2 deux demi-droites de
E, de même origine.

1. d̂1, d2 = 0 si et seulement si d1 = d2.

2. D̂1, D2 = 0 si et seulement si D1 ‖ D2.

3. d̂1, d2 = π
2

si et seulement si d1 et d2 sont orthogonales.

4. D̂1, D2 =
π
2

si et seulement si D1 et D2 sont orthogonales.

3.6. Coordonnées polaires

Les coordonnées cartésiennes ne constituent pas toujours le repérage le plus adapté à
l’étude de certains ensembles géométriques (comme les coniques, par exemple), aussi faut
il trouver d’autres moyens de repérage.Ainsi, les coordonnées polaires sembles être un bon
candidat à jouer ce rôle. Dans ce paragraphe, on se place toujours dans un plan affine
euclidien orienté E, muni d’un repère orthonormé direct R =

(
O; i⃗, j⃗

)
.

Définition 3.7. Soit M un point du plan E. On appelle système de coordonnées polaires
de M , tout couple (r, θ) tel que

−−→
OM = r(cos θ

−→
i + sin θ

−→
j ).

Il est clair que si un point admet (r, θ) comme système de coordonnées polaires, alors
son système de coordonnées cartésiennes est entièrement déterminé par (r cos θ, r sin θ).
Il est également clair que tout point du plan admet au moins un système de coordonnées
polaires, relativement au repère R bien bien entendu. En effet, soit (x, y) est système de
coordonnées cartésiennes de M . Deux cas se présentent,

— Si M = O est l’origine du repère R, alors les systèmes de coordonnées polaires de
M sont les couples de la forme (0, θ), où θ ∈ R,
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— Si M 6= O, alors un couple (r, θ) ∈ R2 est un système de coordonnées polaires de M
si et seulement si r = ±

√
x2 + y2, cos θ = x

r
et sin θ =

y

r
.

Ainsi, les coordonnées polaires d’un point ne sont pas uniques et, si (r, θ) en est un, alors
(−r, θ + π) en est aussi.

Définition 3.8. Si f est une application définie sur une partie A de R2 vers R, on appelle
ensemble d’équation polaire f(r, θ) = 0 dans le repère R, l’ensemble des points M ∈ E
ayant un système de coordonnées polaires (r, θ) ∈ A vérifiant f(r, θ) = 0.

Exemple 3.2. 1. Le cercle de centre l’origine O et dirigée par un vecteur u⃗ admet
l’équation r = R comme équation polaire.

2. Étant donné un réel θ0 fixé, l’ensemble définie par l’équation polaire θ = θ0 est la
droite passant par l’origine O et dirigée par le vecteur u⃗θ0 = cos θ0 .⃗i+ sin θ0 .⃗j.

Nous allons maintenant caractériser par une équation polaire les droites de E qui
ne passent pas par l’origine. Rappelons tout d’abord que toute droite de E admet une
équation cartésienne, appelée équation normale ou équation d’Euler, de la forme : xcosθ0+
ysinθ0 = p pour un certain θ0 et p dans R. Cette droite passe par l’origine si et seulement
si p 6= 0.

Proposition 3.15. Toute droite affine D de E admet pour équation polaire

rcos(θ − θ0) = p (3.2)

pour un certain θ0, p ∈ R. Réciproquement, pour tout θ0, p ∈ R, l’équation 3.2 est l’équation
d’une droite affine. Dans ce cas, l’équation normale de cette droite est : xcosθ0+ysinθ0 =
p, et elle passe par l’origine si et seulement si p 6= 0.

Preuve. Les coordonnées polaires (r, θ) d’un point M de E vérifient l’équation 3.2 si et
seulement si rcos(θ) cos(θ0)+rsin(θ) sin(θ0) = p, si et seulement si x cos(θ0)+y sin(θ0) = p,
où x, y désignent les coordonnées cartésiennes de M , d’où le résultat. ■

Équation d’un cercle de centre I ∈ E et de rayon R > 0. Désignons par (a, b) et
(r0, θ0), respectivement, les coordonnées cartésiennes et polaires de I, ainsi a = r0 cos θ0
et b = r0 sin θ0. On part de l’équation cartésienne d’un cercle C(I, R) de centre I(a; b)
et de rayon R donnée par : (x − a)2 + (y − b)2 = R2. Pour tout r ∈ θ ∈ R, en posant
x = r cos θ, y = r sin θ, on a :

(x− a)2 + (y − b)2 = R2 ⇔ x2 − 2ax+ a2 + y2 − 2by + b2 = R2

⇔ x2 + y2 + a2 + b2 − 2(ax+ by) = R2

⇔ r2 + r20 − 2rr0(cos θ0 cos θ + sin θ0 sin θ) = R2

⇔ r2 − 2rr0 cos(θ − θ0) + r20 = R2

comme conclusion, l’équation polaire d’un cercle est de la forme : r2−2rr0 cos(θ−θ0)+r20 =
R2 pour certains r0, θ0 ∈ R et R > 0.

Cas particulier : Équation d’un cercle passant par l’origine. On a dans ce
cas : R = r0, on en déduit que l’équation polaire d’un cercle passant par l’origine est :
r = 2r0 cos(θ − θ0)
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3.7. Sphères

Définition 3.9. On appelle sphère de centre un point A ∈ E et de rayon un réel r ≥ 0
l’ensemble

S(A, r) = {M ∈ E : AM = r}.

En dimension 2, on dira cercle plutôt que sphère.

Les sphères se caractérisent facilement par des équations cartésiennes dans des repères
orthonormés :

Proposition 3.16. Si E est muni d’un repère cartésien orthonormé R alors :
1. la sphère de centre un point A ∈ E de coordonnées (a1, · · · , an), et de rayon un réel

r ≥ 0, admet l’équation caractérisation suivante :
n∑

i=1

x2i − 2
n∑

i=1

aixi +
n∑

i=1

a2i − r2 = 0. (3.3)

2. Réciproquement, pour tous a1, . . . , an, b ∈ R, l’ensemble des points M dont les coor-
données dans le repère R vérifient l’équation 3.3 est :
(a) l’ensemble vide si

∑n
i=1 a

2
i − b < 0 ;

(b) la sphère S(A, r), où A est le point de coordonnées (a1, · · · , an) dans R et
r =

√∑n
i=1 a

2
i − b si

∑n
i=1 a

2
i − b ≥ 0.

Preuve. Facile. ■

Remarque 13. Comme dans le cas des sous-espaces affines, on voit qu’une équation car-
tésienne de sphère est définie à un facteur multiplicatif (non nul) près. Voici un grand
classique de la géométrie euclidienne.

Théorème 3.17 (théorème de l’angle droit). Étant donné deux points distincts A,B de
E, l’ensemble des points M de E qui vérifient

−−→
MA ⊥

−−→
MB est la sphère de diamètre [AB],

i.e., de centre I, le milieu de [AB], et de rayon IA = IB = AB
2

.

Preuve. Pour tout M ∈ E, on a :
−−→
MA ⊥

−−→
MB ⇔ (

−−→
MI +

−→
IA |

−−→
MI +

−→
IB) = 0

⇔MI2 + 2(
−−→
MI |

−→
IA+

−→
IB︸ ︷︷ ︸

=
−→
0

) + (
−→
IA⃗ |

−→
IB) = 0

⇔MI2 − IA2 = 0

⇔ IM = IA,

d’où le résultat. ■
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Durant tout ce chapitre, E désigne un espace affine Euclidien.

4.1. Isométries affines

4.1. Le groupe des isométries, le groupe des déplacements

Définition 4.1. Une application (ensembliste) f : E → E est dite une isométrie, si
elle conserve la distance, i.e. si f(M)f(N) = MN pour tous M,N ∈ E. L’ensemble des
isométries de E se note Is(E).

Exemple 4.1. Les translations et les symétries orthogonales sont des isométries, mais pas
les projections non triviales ni les homothéties de rapport différent de ±1.

Théorème 4.1. Soit f : E → E une application. Alors f est une isométrie de E si et
seulement si f est affine et f⃗ est une isométrie vectorielle de E⃗. En particulier, toute
isométrie de E est bijective.

Preuve. Supposons que f est une isométrie et fixons un point O ∈ E. Considérons
l’application σ : E⃗ → E⃗ définie par σ(x⃗) =

−−−−−−−−−−→
f(O)f(O + x⃗). Il est claire alors que :

σ(
−→
0 ) =

−→
0

∀x⃗, y⃗ ∈ E⃗, = ‖x⃗− y⃗‖

41
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On en déduit, selon le théorème 2.4, que σ est une isométrie vectorielle. Ainsi, f est affine
et sa partie linéaire est f⃗ = σ,qui est est une isométrie vectorielle.

Réciproquement, si f est affine dont la partie linéaire est une isométrie vectorielle alors
pour tous M,N ∈ E on a :

f(M)f(N) = ‖f(M)f(N)‖ = ‖f⃗(
−−→
MN)‖ = ‖

−−→
MN‖ =MN

Donc f est une isométrie. ■

Exercice 4.1. Soit A1, A2, · · ·An sont des points affinement indépendants dans un es-
pace affine Euclidien E de dimension n et f une transformation affine de E telle que−−−−−−−→
f(A1)f(Ai).

−−−−−−−−→
f(A1)f(Aj) =

−−−→
A1Ai.

−−−→
A1Aj pour tous i, j ∈ [[1, n]]. Montrer alors que f est une

isométrie

Proposition 4.2. L’ensemble Is(E) des isométries de E est un sous-groupe du groupe
affine GA(E).

Preuve. Facile. ■

Définition 4.2. On dit qu’une isométrie f de E est un déplacement (resp. un antidépla-
cement), si sa partie linéaire f⃗ est une isométrie positive (resp. négative). L’ensemble des
déplacements (resp. des antidéplacements) de E se note Is+(E) (resp. de Is−(E) ) .

Exemple 4.2. 1. Les translations sont des déplacements,
2. Les symétries centrales sont des déplacements (resp. des antidéplacements) si la

dimension n de E est paire (resp. impaire).
Exercice 4.2. Montrer qu’une symétrie orthogonale sF par rapport à un sous-espace
F est un déplacement si et seulement si codim F est paire. En déduire la nature d’une
symétrie centrale.

Proposition 4.3. L’ensemble Is+(E) des isométries directes de E est un sous-groupe de
Is(E). On l’appelle alors « le groupe des déplacements de E ».

Preuve. Facile ■

Remarque 14. L’ensemble Is−(E) des isométries indirectes de E n’est pas un groupe. En
effet, la composée de deux antidéplacements est un déplacement.

Proposition 4.4.
1. Toute isométrie affine conserve l’orthogonalité et la perpendicularité des sous-espaces

et, plus généralement, conserve les notions d’angles non orientés.
2. Dans un plan affine euclidien orienté, tout déplacement conserve les notions d’angles

orientés, et tout antidéplacement les inversent.

Preuve. Découle de son analogue vectoriel. ■
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4.1. Exemples remarquables d’isométries affines

Rotations affines

Définition 4.3 (Rotations affines). Dans un espace affine euclidien orienté E, une rota-
tion affine est toute application affine laissant un point fixe et dont la partie linéaire est
une rotation vectorielle.

Exemple 4.3 (Demi-tours). Dans un espace affine euclidien, on appelle demi-tour, ou
retournement toute symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace de codimension 2.
Ainsi dans le plan, un demi-tour est une symétrie centrale. Dans l’espace, un demi-tour est
une symétrie orthogonale par rapport à une droite. D’après l’exercice 4.2, les demi-tours
sont des déplacements.

■ Rotations dans plan Dans un plan affine orienté, on définit aussi une rotation
caractérisée par un centre et un angle.

Définition 4.4 (rotation affine dans un plan orienté). Dans un plan affine euclidien
orienté E, la rotation affine de centre un point A ∈ E et d’angle θ ∈ R est l’application
affine rA,θ : E → E dont la partie linéaire est la rotation vectorielle rθ et qui vérifie
rA,θ(A) = A.

Construction. Sous les hypothèses de la définition précédente, pour tout M ∈ E tel
que 6= A, l’image rA,θ(M) de M est l’unique point M ′ du plan tel que

AM = AM ′

(
̂−−→

AM,
−−→
AM ′) = θ [2π]

.

M

M ′

A
θ

Propriétés 4.1. Pour tout A ∈ E et tout θ, θ′ ∈ R on a
1. rA,θ = id si et seulement si θ = 0 [2π] ;
2. rA,θ = sA si et seulement si θ = π [2π] ;
3. si θ 6= 0 [2π], alors A est l’unique point fixe de rA,θ ;
4. rA,θ ◦ rA,θ′ = rA,θ+θ′ .
Preuve.
1. On a :

θ = 0 [2π] ⇔ rθ = id

⇔ rA,θ = idE,

car deux applications affines sont égales si et seulement si elle ont la même partie
linéaire et coïncident en un point.
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2. Preuve similaire.

3. Supposons que rA,θ admet un autre point fixe B. Dans ce cas, (
−̂→
AB,

−→
AB) = θ [2π].

Or (
−̂→
AB,

−→
AB) = 0 [2π], d’où le résultat.

4. Car les deux applications affines ont la même partie linéaire et coïncident en A.
■

On en déduit immédiatement une conséquence géométrique essentielle.

Corollaire 4.1. Soit r une rotation d’angle θ. Soient M,N deux points de E,∆ une
droite de E, M ′ = r(M), N ′ = r(N) et ∆′ = r(∆). Alors(

̂−−→
MN, M⃗ ′N ′

)
= θ[2π] et

(
∆̂,∆′

)
= θ [π]

■ Rotations affines en dimension 3 Définissons maintenant les rotations affines en
dimension 3. Rappelons d’abord que l’orientation de E ne détermine pas automatiquement
une orientation sur ses sous-espaces. Cependant, on peut orienter un plan P de E par un
vecteur normal n⃗ à ce plan. orienter P par n⃗ signifie qu’un repère (A, u⃗, v⃗) de P sera dit
direct si (A, u⃗, v⃗, n⃗) l’est dans E.

Définition 4.5 (Rotation dans un espace affine Euclidien orienté de dimension 3). Dans
un espace affine euclidien orienté E de dimension 3, la rotation affine d’axe une droite
∆ passant par un point A et orientée par un vecteur n⃗, et d’angle θ, est l’application
affine r∆,θ : E → E dont la partie linéaire est la rotation vectorielle r∆⃗,θ d’axe la droite
∆⃗ orientée par n⃗ et d’angle θ, et qui laisse fixe le point A.

Remarque 15. Au fait, la rotation r∆,n⃗,θ laisse fixe tous les points de l’axe ∆.
Construction. Sous les hypothèses de la définition précédente, l’image d’un pointM ∈ E
telle que M /∈ ∆ est l’unique point M ′ telle que :

— M ′ appartient au plan P passant par M et perpendiculaire à ∆,
— M ′ est l’image de M , par la rotation (plane) du plan P orienté par n⃗ de centre H,

la projection orthogonale de M sur ∆, et d’angle θ.
Remarquer que H est aussi l’intersection de ∆ et P .

H

M
M ′

θ

∆

Proposition 4.5. On conserve les notations de la définition.
1. r∆,θ = id si et seulement si θ = 0 [2π].



4.1. ISOMÉTRIES AFFINES 45

2. r∆,θ = s∆ si et seulement si θ = π [π].
3. Si θ 6= 0 [2π], alors Inv (r∆,θ) = ∆ ;
4. r∆,θ ◦ r∆,θ′ = r∆,θ+θ′.

Preuve. Exercice. ■

Réflexions affines

Définition 4.6. On appelle réflexion affine de E toute symétrie orthogonale de E par
rapport à un hyperplan de E.

Propriétés 4.2.

1. La partie linéaire d’une réflexion affine est une réflexion vectorielle.
2. Les réflexions sont des antidéplacements

Proposition 4.6. Une application affine de E est une réflexion affine si, et seulement
si, elle admet au moins un point fixe, et sa partie linéaire est une réflexion vectorielle.

Proposition 4.7.

1. Si H,H ′ sont deux hyperplans de E parallèles, alors il existe un unique vecteur
u⃗ ∈ H⃗⊥ tel que H ′ = tu⃗(H), et alors sH′ ◦ sH = t2u⃗. Plus précisément, u⃗ = A⃗A′, où
A est un point quelconque de H et A′ est sa projection orthogonale sur H ′.

2. Réciproquement, toute translation tu⃗ peut s’écrire (d’une infinité de façons) comme
composée de deux réflexions par rapport à des hyperplans strictement parallèles

•

•

•

•

•

M

M ′

M ′′

A

A′

u⃗
2u⃗

Preuve.

1. Fixons un point quelconque A de H et soit A′ sa projection orthogonale sur H ′.

(a) Pour l’unicité, supposons le résultat est satisfait par vecteurs u⃗ ∈ H⃗⊥. En
Posant = tu⃗(A) = A′′ alors A′′ ∈ H ′ ⃗AA′′ = u⃗ ∈ H⃗⊥ = H⃗ ′⊥. Donc A′′ est la
projection orthogonale de A sur H ′, i.e., A = A′. Comme u⃗ = A⃗A′ alors u⃗ est
unique..

(b) Pour l’existence, il suffit de remarquer tu⃗(H) est l’hyperplan passant par tu⃗(A) =
A′ ∈ H ′ et dirigé par H⃗ = H⃗ ′, qui n’est autre que H ′.
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Pour le calcule de sH′ ◦ sH , considérons un point M ∈ E et posons M ′ = sH(M)
puis M ′′ = sH′(M ′) de sorte que sH′ ◦ sH(M) =M ′′. En choisissant A la projection
orthogonale de M sur H alors, Comme A ∈ H, A′ ∈ H ′ et les vecteurs A⃗M et A⃗′

sont dans H⊥ = H ′⊥ on a :

⃗MM ′′ = M⃗A+ ⃗AM ′ + ⃗M ′A′ + ⃗A′M ′′

= M⃗A+ sH(A⃗M) + ⃗M ′A′ + sH′( ⃗A′M ′)

= 2 ⃗AM ′ + 2 ⃗M ′A′

= 2A⃗A′

= 2u⃗′

Ainsi, sH′ ◦ sH = t2u⃗.

2. Il suffit de choisir un hyperplan H tel que u⃗ ∈ H⃗⊥ et prendre H ′ = tu⃗/2(H).

■

Proposition 4.8. Supposons E orienté de dimension 2.

1. Si (d), (d′) sont deux droites sécantes en O, avec
(

̂(d), (d′)
)
= θ [π], alors s(d) ◦

s(d′) = rO,2θ.

2. Réciproquement, toute rotation peut s’écrire (d’une infinité de façons) comme com-
posée de deux réflexions.

Preuve. Soit M un point quelconque de E. Notons M ′ = sd(M) et P le milieu de
[M,M ′]. Notons également M ′′ = sd′(M

′) et Q le milieu de [M ′M ′′]., Remarquons alors
que P est la projection orthogonale de M sur d, et Q est la projection orthogonale de M ′
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sur d′. Donc, (
̂

A⃗M, ⃗AM ′′
)

=

(
̂⃗

AM, A⃗P

)
+

(
̂⃗
AP, A⃗Q

)
+

(
̂

A⃗Q, ⃗AM ′′
)

=

(
⃗̂AP , A⃗M

)
+

(
̂⃗
AP, A⃗Q

)
+

(
̂⃗

AM ′′, A⃗Q

)
= 2

(
̂⃗
AP, A⃗Q

)
,

ce qui achève la preuve. ■

Remarque 16. La proposition 4.8 reste valable aussi en dimension 3, mais il faut d’abord
définir la notion d’angle orienté de deux plans. Pour cela, on va se contenter de le présenter
seulement dans le cas particulier où les plans des deux réflexions sont perpendiculaires.
Proposition 4.9. En dimension 3, la composée de deux réflexions de plans perpendicu-
laires suivant une droite (∆) est le demi-tour d’axe (∆). Réciproquement, tout demi-tours
d’axe (∆) est la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivants la droite
(∆).

Antirotations en dimension 3

Définition 4.7. Dans un espace affine euclidien orienté E de dimension 3, on appelle
antirotation de E la composée sP ◦ r∆,θ d’une réflexion de plan P et d’une rotation d’axe
∆ orienté, perpendiculaire à P , et d’angle θ. Dans ce cas, On l’appelle l’antirotation de
centre A, de droite ∆ et d’angle θ où A est l’intersection de P et ∆.
Remarque 17. Sous les hypothèses de la définition ci-haut on a :

— Si θ = 0 [2π] alors sP ◦ r∆,θ est la réflexion du plan P .
— Si θ = π [2π] alors sP ◦ r∆,θ est la symétrie centrale de centre A.

Proposition 4.10. On conserve les notations de la définition.
1. Toute antirotation sP ◦ r∆,θ est un antidéplacement, de partie linéaire l’antirotation

vectorielle s∆⃗⊥ ◦ r∆⃗,θ.
2. Inv (sP ◦ r∆,θ) = {A} ;
3. sP ◦ r∆,θ = r∆,θ ◦ sP .
Preuve.
1. découle de la proposition 1.17.
2. Il suffit de constater que A ∈ Inv (sP ◦ r∆,θ) et de se rappeler que Inv

(
s∆⃗⊥ ◦ r∆⃗,θ

)
=

{−→0 }.
3. On constate que les deux membres de l’égalité ont même partie linéaire (propriété

des antirotations vectorielles) et coïncident en A.

■

Remarque 18. On pourra montrer que, pour un plan P et une droite ∆, on a sP ◦ r∆,θ =
r∆,θ ◦ sP si et seulement si P ⊥ ∆. Pour cela, on peut dire qu’une antirotation est toute
composée commutative d’une rotation avec une réflexion.
Proposition 4.11. En dimension 3, une application affine f de E est une antirotation
si et seulement si partie linéaire est une antirotation vectorielle Inv (f) est un singleton.
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Réflexions glissées et vissages

Lemme 4.12. Éant donné une isométrie f ∈ Is(E) alors, pour tout vecteur u⃗ ∈ E, on a
f = tu⃗ ◦ f = f◦u⃗ si et seulement si u⃗ ∈ Inv(f⃗).

Preuve. En effet, pour tout point A ∈ E on a :

f ◦ tu⃗(A) = tu⃗ ◦ f(A) = ⇔ f(A+ u⃗) = f(A) + u⃗

⇔
−−−−−−−−−→
f(A)f(A+ u⃗) = u⃗

⇔
−→
f (u⃗) = u⃗,

d’où le résultat. ■

■ Réflexions glissées

Définition 4.8. Une réflexion glissée de E est la composée tu⃗ ◦ sH d’une réflexion sH par
rapport à un hyperplan H et d’une translation de vecteur u⃗ ∈ H⃗. Dans ce cas, on appelle
réflexion glissée d’hyperplan H et de direction u⃗. En dimension 2 on parle de symétrie
glissée d’axe H et de direction u⃗.

Remarque 19.
1. Une réflexion glissée un antidéplacement,
2. Une réflexion est un cas particulier d’une réflexion glissée.
3. Étant donné un hyperplan H et une translation de vecteur u⃗, d’après le lemme 4.12,
tu⃗ ◦ sH = sH ◦ tu⃗ si, et seulement si, u⃗ ∈ H⃗. Ainsi, une réflexion glissée n’est autre
que la composée commutative d’une réflexion et d’une translation.

■ Vissages

Définition 4.9. On appelle vissage d’un espace affine de dimension 3 la composée tu⃗◦r∆,
d’une rotation r∆ d’axe ∆ et d’une translation tu⃗ de vecteur u⃗ directeur de ∆.

Remarque 20.
1. Un vissage un déplacement. C’est un cas particulier d’une rotation.
2. Étant donné un axe ∆ et un vecteur u⃗, , d’après le lemme 4.12, tu⃗ ◦ r∆ = r∆ ◦ tu⃗ si,

et seulement si, u⃗ ∈ H⃗. Ainsi, un vissage n’est autre que la composée commutative
d’une rotation et d’une translation.
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4.1. Décomposition canonique des isométries

Lemme 4.13. Éant donné une isométrie f ∈ Is(E) alors :

1. ker
(
f⃗ − IdE⃗

)⊥
= Im

(
f⃗ − IdE⃗

)
.

2. Tout les vecteur E de la forme
−−−−→
Af(A), où A ∈ E, ont la même projection orthogonale

sur ker
(
f⃗ − IdE⃗

)
= Inv(f⃗).

Preuve.
1. D’après le théorème du rang, il suffit de montrer que ker

(
f⃗ − IdE⃗

)
⊥ Im

(
f⃗ − IdE⃗

)
.

En effet, pour tout x⃗ ∈ ker(f⃗− id), i.e. x⃗ = f⃗(x⃗), et tout y⃗ ∈ Im(f⃗− id), de la forme
y⃗ = f⃗(z⃗)− z⃗ pour un z⃗ ∈ E⃗ on a :

(x⃗ | y⃗) = (x⃗ | f⃗(z⃗))− (x⃗ | z⃗) = (f⃗(x⃗) | f⃗(z⃗))− (x⃗ | z⃗) = 0,

d’où le résultat.
2. Soit A,B ∈ E. Alors

−−−−→
Af(A)−

−−−−→
Bf(B) =

−→
AB −

−→
f (

−→
AB) ∈ Im

(
f⃗ − IdE⃗

)
Ainsi la projection orthogonale de

−−−−→
Af(A) −

−−−−→
Bf(B) sur ker

(
f⃗ − IdE⃗

)
est le vec-

teur nul, et par la suite
−−−−→
Af(A) et

−−−−→
Bf(B) ont la même projection orthogonale sur

ker
(
f⃗ − IdE⃗

)
.

■

Théorème 4.14. Toute isométrie f ∈ Is(E) de E s’écrit de manière unique sous la forme
f = tu⃗ ◦ g, où le couple (u⃗, g) ∈ E × Is(E) est tel que :

i) tu⃗ ◦ g = g ◦ tu⃗ ;
ii) Inv(g) 6= ∅ ;

Dans ce cas, u⃗ ∈ Inv(f⃗). Cette décomposition s’appelle la décomposition canonique de f ,
et f s’appelle la glissée de g par tu⃗.

Preuve. Remarquons d’abord que la première propriété est satisfaite, selon le lemme
4.12, si et seulement si u⃗ ∈ Inv(f⃗) = Inv(g⃗). De plus, pour tout vecteur u⃗ ∈ Inv(f⃗), pour
tout point A ∈ E on a

g(A) = A ⇔ f(A− u⃗) = A

⇔
−−−−−−−−−→
f(A)f(A− u⃗) =

−−−−→
f(A)A

⇔
−→
f (u⃗) =

−−−−→
Af(A)

⇔
−−−−→
Af(A) = u⃗

(4.1)

Ainsi, si un tel couple existe, alors, d’après le lemme 4.13, u⃗ est la projection orthogonale
commune des vecteurs de la forme

−−−−→
Af(A) sur ker

(
f⃗ − IdE⃗

)
. Ceci montre l’unicité du

vecteur u⃗, puis celle de l’isométrie g. Pour l’existence, soit u⃗ la projection orthogonale
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commune des vecteurs de la forme
−−−−→
Af(A) sur ker

(
f⃗ − IdE⃗

)
, et posons g = t−⃗u ◦ f . la

première propriété est alors satisfaite. Considérons un point quelconque A ∈ E. Comme
ker
(
f⃗ − IdE⃗

)⊥
= Im

(
f⃗ − IdE⃗

)
, alors

−−−−→
Af(A) s’écrit sous la forme

−−−−→
Af(A) = u⃗+ v⃗− f⃗(v⃗)

pour un certain v⃗ ∈ E⃗. Soit B ∈ E l’unique point de E vérifiant
−→
AB = v⃗. On a alors :

−−−−→
Bf(B) =

−→
BA+

−−−−→
Af(A) +

−−−−−−→
f(A)f(B) = −v⃗ +

−−−−→
Af(A) + f⃗(

−→
AB) = −v⃗ +

−−−−→
Af(A) + f⃗(v⃗) = u⃗.

D,où, d’après l’équivalence établie dans (4.1), B est un point fixe de g. ■

Remarque 21 (Cas particuliers).
1. si g est une réflexion, f est une réflexion glissée ;
2. en dimension 3 , si g est une rotation, f est un vissage.

4.1. classification des isométries en petite dimension

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de classification des isométries en petite
dimension.

Théorème 4.15. 1. Supposons dimE = 1. Alors :
(a) les déplacements de E sont les translations ;
(b) les antidéplacements de E sont les symétries centrales.

2. Supposons dimE = 2. Alors :
(a) les déplacements de E sont les translations et les rotations ;
(b) les antidéplacements de E sont les réflexions et les réflexions glissées.

3. Supposons dimE = 3. Alors :
(a) les déplacements de E sont les translations, les rotations et les vissages ;
(b) les antidéplacements de E sont les réflexions, les réflexions glissées et les an-

tirotations.

Preuve. Soit f ∈ Is(E), dont on écrit la décomposition canonique f = tu⃗ ◦ g.
1. Supposons d’abord dimE = 1.

(a) Si f ∈ Is+(E), alors f⃗ ∈ SO(E⃗) et par suite f est une translation.
(b) Si f ∈ Is−(E), alors g⃗ ∈ O−(E⃗), donc g⃗ = −IdE. Et comme u⃗ ∈ Inv(g⃗) = {−→0 },

alors u⃗ = 0⃗, g admet un unique point fixe A et f = g. Ainsi f est la symétrie
centrale de centre A.

2. Supposons maintenant dimE = 2.
(a) Premier cas : f ∈ Is+(E). Dans ce cas g⃗ ∈ SO(E⃗), et par conséquent, g est

une rotation plane. Si f n’est pas une translation alors g 6= IdE et par suite
Inv(g⃗) = {−→0 }. Et comme u⃗ ∈ Inv(g⃗), on aura f = g, donc f est une rotation.

(b) Deuxième cas : f ∈ Is−(E). Dans cette situation, g⃗ ∈ O−(E⃗). Ainsi, g⃗ est
une réflexion vectorielle et Inv(g) est une droite, ce qui implique que g est une
réflexion affine. On en conclut que f est une réflexion glissée. Bien entendu, si
f est une réflexion dans le cas où u⃗ = 0⃗.

3. Supposons que E est de dimension 3. Déjà, g est une rotation.
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Inv(f) Déplacements Antidéplacements
E IdE

Droite D Réflexion d’axe D
Un singleton Rotation d’angle non nul
∅ Translation de vecteur non nul. Réflexion glissée : Composée

(commutative) d’une réflexion
d’axe D et d’une translation de
vecteur non nul directeur de D.

Figure 4.1 – Isométries du plan

(a) Premier cas : f ∈ Is+(E).
i. Si Inv(f) 6= ∅, alors f est une rotation.
ii. Si Inv(f) = ∅, alors f est une la composée commutative d’une translation

et d’une rotation ; c’est un vissage.
(b) Deuxième cas : f ∈ Is−(E). Alors g est soit une réflexion, soit une antirotation.

i. Si g est une réflexion alors f est une réflexion glissée (éventuellement une
réflexion).

ii. Si g est soit une antirotation alors g̃ = {⃗0} et en conséquence f = g.
■

4.2. Similitudes affines

4.2. Propriétés des similitudes affines

Définition 4.10. Une application (ensembliste) f : E → E est une similitude s’il existe
k > 0 tel que f(M)f(N) = kMN pour tous M,N ∈ E. Ce réel k sera appelé le rapport
de la similitude f .
Exemple 4.4. Toute isométrie est une similitude de rapport 1, et toute homothétie de
rapport k ∈ R∗ est une similitude de rapport |k|.
Théorème 4.16. f est une similitude de rapport k > 0 si et seulement si f ∈ GA(E) et
f⃗ est une similitude vectorielle de rapport k.

Preuve. La réciproque étant facile, montrons seulement le sens direct. Pour cela, soit
f une similitude de rapport k > 0. Considérons une homothétie h de centre un point
quelconque A de E et de rapport k−1. En posant g = h ◦ f , pour tous M,N ∈ E on a :

g(M)g(N) = k−1.f(M)f(N) = k−1k.f(M)f(N) =MN.

On en déduit que g est une isométrie affine, et puisque f = h−1 ◦ g alors f est une appli-
cation affine bijective de partie linéaire f⃗ = k−1g⃗, qui est une similitude vectorielle. ■

Comme pour le cas des isométries, on définit les similitudes directes ; ce celles dont
le déterminant est positif, et les similitudes indirectes ; ce celles dont le déterminant est
négatif. Les déplacements sont des similitudes directes, tandis que les antidéplacements
sont des similitudes indirectes.
Remarque 22. En dimension paire, toute homothétie, même de rapport négatif, est une
similitude directe.

Comme corollaire, on obtient les caractérisations suivantes des similitudes affines qui
découlent immédiatement de leur analogue vectoriel.
Corollaire 4.2. Supposons n ≥ 2 (pour parler d’angles). Pour f ∈ A(E) injective, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est une similitude ;
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Inv(f) Déplacements Antidéplacements
E IdE

Plan P Réflexion de plan P

Droite Rotation d’axe D et dangle non
nul

Un singleton Antirotation : Composée (com-
mutative) d’une rotation d’axe
D et d’une réflexion de plan or-
thogonal à D.

∅ — Translation de vecteur
non nul.

— Vissage : Composée (com-
mutative) d’une rotation
d’axe D et d’une transla-
tion de vecteur non nul di-
recteur de D.

Réflexion glissée : Composée
(commutative) d’une réflexion
de plan P et d’une translation
de vecteur non nul parallèle à
P .

Figure 4.2 – Isométries En dimension 3

(ii) f conserve les angles non orientés ;
(iii) f conserve l’orthogonalité, au sens où :

∀A,B ∈ E (
−→
AB |

−−→
CD) = 0 ⇒ (

−−−−−−→
f(A)f(B) |

−−−−−−→
f(C)f(D)) = 0.

Et dans le cas d’un plan orienté, on a la caractérisation suivante.

Corollaire 4.3. Soit E un plan euclidien orienté.

1. Les similitudes directes conservent les angles orientés (de vecteurs, de demi-droites
ou de droites), et ce sont les seules applications affines injectives possédant cette
propriété.

2. Les similitudes indirectes contrarient les angles orientés de vecteurs (de vecteurs,
de demi-droites ou de droites), et ce sont les seules applications affines injectives
possédant cette propriété.

Preuve. Cela résulte du résultat analogue du cas vectoriel. ■

Proposition 4.17. L’ensemble des similitudes de E ainsi que celui des similitudes di-
rectes de E sont des un sous-groupes de GA(E). On les notera respectivement Sim(E) et
Sim+(E)

Preuve. Facile. ■

Remarque 23. L’ensemble Sim−(E) des similitudes indirectes de E n’est pas un groupe.
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Maintenant, on va montrer que toute similitude qui n’est pas une isométrie admet un
unique point fixe. Pour ce faire, on a besoin le résultat fondamental suivant :

Lemme 4.18. Une application affine f : E → E d’un espace affine E de dimension
finie admet un unique point fixe si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de f ; ce qui
équivaut à dire : ker(f − idE) = {0}.

Preuve. Fixons un point quelconque A ∈ E de E. Pour tout vecteur u⃗ ∈ E⃗, si on
pose B = A+ A⃗B alors on a :

−−−−→
Bf(B) =

−→
BA+

−−−−→
Af(A)+ f⃗

−→
AB =

−−−−→
Af(A)+

(
f⃗ − idE⃗

)
(
−→
AB)

Et trouver un point fixe B de la forme B = A + u⃗ de f revient donc à trouver u⃗ ∈ E

tel que :
−−−−→
f(A)A =

(
f⃗ − idE⃗

)
(u⃗) ce découle immédiatement de la bijectivité de f⃗− idE⃗. ■

Proposition 4.19. Si f est une similitude de rapport k 6= 1, alors f possède un unique
point fixe, qu’on appellera le centre de f .

Preuve. Par hypothèse, pour tout x⃗ ∈ E⃗, ‖f⃗(x⃗)‖ = k‖x⃗‖. Donc Inv(f⃗) = {−→0 }, et
d’après le lemme 4.18 cela implique l’existence d’un unique point fixe A. ■

Théorème 4.20. Si f est une similitude de centre A et de rapport k, alors il existe une
unique isométrie g ∈ Is(E) telle que f = hA,k ◦ g. Dans ce cas, d laisse A fixe et on a
f = hA,k ◦ g.

Preuve. L’unicité de g est évidente ; car, en posant h = hA,k, alors g = h−1 ◦ f . Ainsi
choisie, h est une isométrie fixant A, de plus, h ◦ g = g ◦ h ; car elles coïncident en A et
ont la partie linéaire kg⃗. ■

Dans le reste de ce paragraphe, nous allons examiner en détail le cas d’un plan.

Théorème 4.21. Soit E un plan affine euclidien orienté.
1. Le groupe Sim+(E) est constitué :

(i) des translations,
(ii) des rotations,

(iii) des homothéties,
(iv) des composées commutatives hA,λ◦rA,θ = rA,θ ◦hA,λ d’une homothétie de centre

A et de rapport λ > 0 avec une rotation de même centre A. On dira dans ce
cas que f est la similitude directe de centre A, de rapport λ et d’angle θ.

2. L’ensemble Sim−(E) est constitué :
(i) des réflexions,

(ii) des réflexions glissées,
(iii) et des composées commutatives hA,λ◦s∆ = s∆◦hA,λ d’une homothétie de centre

A et de rapport λ > 0 avec une réflexion d’axe ∆ contenant A. On dira que f
est la similitude indirecte de centre A, de rapport λ et de droite ∆.

Preuve. Soit f une similitude du plan. Si f est une isométrie, alors on sait déjà que f
est une translation, une rotation, une réflexion ou une réflexion glissée. Supposons donc
que f n’est pas une isométrie, c’est-à-dire qu’elle est de rapport k 6= 1. D’après la pro-
position 4.19, elle possède un centre A ∈ E. et d’après théorème 4.20, elle s’écrit comme
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composée commutative f = hA,k ◦ g = g ◦ hA,k pour une isométrie g ∈ Is(E) laissant fixe
le point A. Ayant un fixe, alors g est soit une rotation, soit une réflexion, d’où le résultat. ■

Proposition 4.22. Soit E un plan euclidien orienté. Étant donnés quatre points A 6= B
et A′ 6= B′ de E, il existe une unique similitude directe (resp. indirecte) f envoyant A sur
A′ et B sur B′.

Preuve. On sait qu’il existe une unique similitude vectorielle directe (resp. indirecte)
σ telle que σ(

−→
AB) =

−−→
A′B′. Les conditions f(A) = A′ et f⃗ = σ déterminent alors complè-

tement l’unique similitude directe (resp. indirecte) f qui convient. ■

4.2. Similitudes dans le plan complexe

Dans cette section, nous allons d’étudier les similitudes du plan affine Euclidien com-
plexe C. L’importance de cette étude découle du fait que ce dernier peut être considéré
comme un modèle de tout plan euclidien, d’où l’intérêt qui en résulte pour exprimer fa-
cilement les isométries et les similitudes du plan. Rappelons que C, en tant que R-espace
vectoriel, est naturellement muni d’une structure euclidienne donnée par :

∀z, z′ ∈ C, (z | z′) = 1

2

(
zz′ + z̄z′

)
= Re(zz′).

Ainsi, la norme de tout complexe z ∈ C est égale à |z|, la distance entre deux complexes
z, z′ ∈ C est d(z, z′) = |z − z′| et l’angle orienté entre deux complexes non nuls z, z′ ∈ C
est θ ≡ (ẑ, z′) ≡ arg(z′)− arg(z) ≡ arg

( z
z′

)
[2π]. Il pourra être aussi défini par :

cos θ =
(z | z′)
|z|.|z′|

sin θ =
[z, z′]

|z|.|z′|

où [z, z′] désigne le produit mixte de (z, z′). On oriente C canoniquement par le repère
(0; 1, i), qui est aussi orthonormé. Avant de passer d’aborder notre étude, commençons
tout d’abord par rappeler comment un plan Euclidien affine, peut être identifié au plan
complexe.

Proposition 4.23 (et définition). Soit E un plan affine euclidien orienté, muni d’un
repère orthonormé direct R = (O;B). L’application de E vers C qui, à tout point M de
coordonnées (x, y) dans le repère R, fait correspondre le nombre complexe zM = x + iy

est un isomorphisme affine sur C. Sa partie linéaire est l’application de E⃗ vers C qui, à
tout vecteur u⃗ de coordonnées (x, y) dans la base B, fait correspondre le nombre complexe
zu⃗ = x+ iy. De plus, pour tous points A,B ∈ E et tout vecteur u⃗ on a d(A,B) = |zA−zB|
et ‖u⃗‖ = |zu⃗|. Dans ce cas, pour tout M ∈ E, le nombre zM s’appelle l’affixe de M , et
pour tout u⃗ ∈ E⃗, le nombre zu⃗ s’appelle l’affixe de u⃗ dans B.

Cet isomorphisme permet d’identifier tout plan affine euclidien identifié à C. On ap-
pellera alors « plan complexe », tout plan affine euclidien identifié à C via le choix d’un
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r.o.d. Cette identification s’applique aussi au niveau des applications affines. Plus préci-
sément, toute application f : E → E pourra être assimilé à une application f̃ : C → C, la
forme complexe de f , ainsi : Pour tout point M ∈ E, si f(M) = M ′ alors f̃(zM) = zM ′ .
Autrement dit, si on note ΦR l’isomorphisme défini dans la proposition 4.23 par

ΦR : E −→ C
M(x, y) 7−→ zM = x+ iy,

alors f̃ = ΦR ◦ f ◦ Φ−1
R . Notons que certaines propriétés de f et f̃ , l’une se transfèrent

automatiquement à l’autre. En particulier, f est une application affine (resp. une bijection,
une isométrie, une similitude) si et seulement si f̃ est une application affine (resp. une
bijection, une isométrie, une similitude). Dans la pratique, on identifiera souvent E avec
C, les points de E (resp. les vecteurs de E⃗ ) à leurs affixes dans C, et les applications affines
f avec leur forme complexe f̃ . Comme on va le voir, l’un des aspects remarquables du
plan euclidien C, est que les applications affines se décrivent très facilement, en particulier
les isométries et similitudes. Commençons par les des applications affines.

Proposition 4.24. Une application f : C 7→ C est affines si et seulement si elle est de
la forme

∀z ∈ C, f(z) = az + bz̄ + c

pour certains a, b, c ∈ C. Dans ce cas, f est bijective si et seulement si |a| 6= |b|.

Preuve. Soit f : C → C une application affine. Pour tout z = x+ iy ∈ C on a alors

f(z) = f(0) + f⃗(x.1 + y.i) = f(0) + f⃗

(
z + z̄

2
.1 +

z − z̄

2
.i

)
= az + bz̃ + c

avec a = 1+i
2

, b = 1−i
2

et c = f(0). Réciproquement, il est facile de vérifier que toute
application de cette forme est affine. De plus, ainsi définie, f est bijective si et seulement
si son déterminant est non nul. Et il est facile de vérifier que le déterminant d’un couple
(z, z′) ∈ C2 dans la base canonique est égal à detB(z, z

′) = −Im
(
zz′
)
. De ce fait,

det(f⃗) = 0 ⇔ detB

(
f⃗(1), f⃗(i)

)
= 0

⇔ detB(a+ b, ai− bi) = 0

⇔ Im
(
(a+ b)(b̄− ā)i

)
= 0

⇔ Re
(
(a+ b)(b̄− ā)

)
= 0

⇔ Re (|b|2 − |a|2 + 2iIm(bā)) = 0

⇔ |b|2 − |a|2 = 0,

d’où le résultat. ■

Pour les isométries et les similitudes, elles admettent une forme complexe encore plus
simple.

Théorème 4.25. Soit w, b ∈ C et θ ∈ R. Alors
1. La forme complexe de la translation tb est f(z) = z + b.
2. La rotation rw,θ de centre w et d’angle θ est définie par rw,θ(z) = eiθ(z − w) + w.
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3. La réflexion affine f d’axe ∆ passant par a et d’angle polaire α est donnée par :
f(z) = e2iθ(z − a) + a.

4. La forme complexe de la réflexion glissée tu ◦s∆, où ∆ est une droite d’angle polaire
θ passant par a et dirigée par u⃗ est donnée par : f(z) = e2iθ(z − a) + a+ u.

Preuve. Soit z ∈ C.
1. Évident ;

2. Si z 6= w et z′ = rw,θ alors |z′ − w| = |z − w| et arg

(
z′ − w

z − w)

)
≡ θ [2π]. Cela se

traduit par z′ − w = eiθ(z − w).
3. Supposons que z 6= a. Comme les réflexions conservent les distances et inversent las

angles alors :

f(z) = z′ ⇔

{
|z′ − a| = |z − a|
( ̂z′ − a, eiθ) ≡ −( ̂z − a, eiθ) [2π]

⇔

{
|z′ − a| = |z − a|
arg (z′ − a)− θ ≡ −arg (z − a) + θ [2π]

⇔

{
|z′ − a| = |z − a|
arg (z′ − a) ≡ arg (z − a) + 2θ [2π]

⇔

{
|z′ − a| = |eiθ(z − a)|
arg (z′ − a) ≡ arg

(
e2iθ.(z − a)

)
+ [2π]

⇔ z′ − a = e2iθ.(z − a)

4. Découle de l’expression d’une réflexion et d’une translation.
■

On remarque alors les isométrie du plan complexe sont de la forme f(z) = az + b ou
f(z) = az̄ + b), avec a ∈ U = {z ∈ C : |z| = 1} et b ∈ C. Dans le premier cas, il s’agit
un déplacement, dans le second, il s’agit d’un antidéplacement. Pour la réciproque on a :

Théorème 4.26. Une transformation du plan complexe f : C → C est une isométrie si
et seulement si elle de la forme f(z) = az+b ou f(z) = az̄+b), avec a ∈ U et b ∈ C. Dans
le premier cas, il s’agit un déplacement, dans le second, il s’agit d’un antidéplacement.
Plus précisément, si on note a = eiθ avec θ ∈ R, on a :

1. L’application f : z 7→ az + b est :
(a) la translation de vecteur b si θ = 0[2π], i.e. a = 1,

(b) la rotation d’angle θ et de centre w =
b

1− a
sinon.

2. L’application f : z 7→ az̄ + b est :

(a) la réflexion d’axe la droite ∆, d’angle polaire θ

2
et passant par le point b

2
, si

b+ ab̄ = 0,
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(b) la réflexion glissée tu ◦ s∆ = s∆ ◦ tu, avec ∆ comme précédemment et u =
1
2

(
b+ ab̄

)
sinon.

Preuve. Le résultat précédent montre bien tout déplacement f de C s’écrit sous la
forme f(z) = az + b, et tout antidéplacement s’écrit sous la forme f(z) = az̄ + b), pour
un certain a ∈ U et un certain b ∈ C.

1. Supposons f(z) est de la forme f(z) = az + b. Il est clair que si a = 1 alors il s’agit
d’une translation de vecteur b. Sinon, alors f admet un unique point fixe, à savoir
w =

b

1− a
et par suite, f(z) = az+ b− aw+ b−w = eiθ(z−w)−w. Ainsi, d’après

le théorème précédent, f est la rotation rw,θ.
2. Supposons que f(z) est de la forme f(z) = az̄ + b. Il est facile de vérifier que f

est une isométrie et que det f⃗ = det(1,i)(a,−ai) = −Im(i|a|2) = −|a|2. Donc f
est un antidéplacement. La décomposition canonique de f est donc de la forme
f = tu⃗ ◦ s∆, où sD est la réflexion d’axe une droite ∆ et u⃗ ∈

−→
∆ . Pour calculer u⃗,

il suffit de déterminer f 2, car f 2 = t2u⃗. Un calcul simple donne u⃗ =
ab̄+ b

2
. D’où

l’idée de poser

g(z) = f(z)− 1

2

(
ab̄+ b

)
= eiθz̄ + b− 1

2
eiθb̄− b

2
= eiθ

(
z − b

2

)
+
b

2

On connait g, c’est la réflexion d’axe ∆ d’angle polaire θ
2

et passant par le point b
2

.
Le résultat en découle.

■

Finalement, pour les similitudes, connaissant la forme complexe des isométries, il suffit
d’appliquer le théorème 4.20 (ou aussi le théorème 4.21) pour en déduire l’expression
complexe.

Théorème 4.27. Les similitudes directes (resp. indirectes) de C sont exactement les
applications de la forme z 7→ az + b (resp. z 7→ az̄ + b ), avec a ∈ C∗ et b ∈ C. Plus
précisément :

1. L’homothétie ha,k est définie par ha,k = k(z − a) + a.
2. La similitude directe de centre a, d’angle θ et de rapport k est donnée par f(z) =

keiθ(z − a) + a.
3. Réciproquement, si f(z) = az + b avec (a, b) ∈ C∗ × C, alors f est :

(a) une translation si a = 1,

(b) la similitude directe de rapport |a|, de centre b

1− a
et d’angle arg(a) sinon.

4. La similitude indirecte de centre a, de droite ∆ d’angle polaire α et de rapport k est
l’application définie par f(z) = ke2iα(z − a) + a.

5. Réciproquement, si f(z) = az̄ + b avec (a, b) ∈ C∗ × C, alors f est :
(a) une réflexion ou une réflexion glissée si |a| = 1,
(b) la similitude indirecte de rapport |a|, de centre ω = (ab̄ + b)/ (1− |a|2), de

droite ∆ passant par ω et d’angle polaire 1
2
arg(a) sinon.
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Preuve.
1. C’est immédiat.
2. Comme f = ha,k ◦ ra,θ, cela résulte de 1) et du théorème précédent.
3. Supposons que f(z) = az+b avec (a, b) ∈ C∗×C. Il est clair que f est une translation

si a = 1. Sinon, on voit facilement que f admet un unique point fixe ω = b/(1− a).
Mais alors

f(z) = az + (1− a)ω = a(z − ω) + ω = |a|ei arg(a)(z − ω) + ω.

D’après le point précédent, f est donc la similitude directe de rapport |a|, de centre
ω et d’angle arg(a).

4. Comme f = ha,k ◦ s∆, cela résulte facilement du 1) et du théorème précédent.
5. Réciproquement, soit f(z) = az̄ + b avec (a, b) ∈ C∗ ×C. Si |a| = 1, alors f est une

réflexion ou une réflexion glissée par le théorème précédent. Sinon, on observe que

f(z) = z ⇒ az̄ + b = z et āz + b̄ = z̄

⇒ a(āz + b̄) + b = z

⇒
(
1− |a|2

)
z = ab̄+ b,

de sorte que f admet pour unique point fixe ω = (ab̄ + b)/ (1− |a|2). Posons alors
h = hΩ,|a|. On a

h−1 ◦ f(z) = |a|−1(az̄ + b− ω) + ω

= |a|−1

(
az̄ +

b− b|a|2 − ab̄− b

1− |a|2

)
+ ω

=
a

|a|

(
z̄ − āb+ b̄

1− |a|2

)
+ ω

= ei arg(a)(z − ω) + ω.

D’après le théorème précédent, h−1 ◦f est donc la réflexion s∆ d’axe d’angle polaire
α = arg(a)/2 et passant par ω, et f = hω,|a| ◦ s∆ est bien la similitude indirecte
recherchée.

■
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5.1. Bissectrices

On se place dans un plan affine euclidien orienté E.

Proposition 5.1 (et définition). Soient d1 et d2 deux demi-droites affines de même ori-
gine A. Alors il y a exactement deux demi-droites δ d’origine A qui vérifient l’identité(
d̂1, δ

)
=
(
δ̂, d2

)
. Ces demi-droites sont opposée et sont supportées par une droite appelée

« La bissectrice intérieure de (d1, d2) ».

59
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d1

d2

Bissectrice intérieure de (d1, d2
)

A

Preuve. Soit δ une demi-droite de E passant par A. Puisque
(
d̂1, d2

)
≡
(
d̂1, δ

)
+(

δ̂, d2

)
[2π] alors :

(
d̂1, δ

)
≡
(
δ̂, d2

)
[2π] ⇔ 2

(
d̂1, δ

)
≡
(
d̂1, d2

)
[2π]

⇔
(
d̂1, δ

)
≡ 1

2

(
d̂1, d2

)
[π]

⇔
(
d̂1, δ

)
≡ 1

2

(
d̂1, d2

)
[2π] ou

(
d̂1, δ

)
≡ 1

2

(
d̂1, d2

)
+ π [2π]

Ceci montre bien qu’il y a exactement deux demi-droites δ qui vérifient l’identité de-
mandée, ce sont les demi-droites δ1 et δ1, images respectives de la demi-droite d1 par les
rotations de centres A et d’angles respectifs 1

2

(
d̂1, d2

)
et 1

2

(
d̂1, d2

)
+ π. De plus,(

δ̂1, δ2

)
=
(
δ̂1, d1

)
+
(
d̂1, δ2

)
= −1

2

(
d̂1, d2

)
+

1

2

(
d̂1, d2

)
+ π = π,

ce qui prouve que ce demi-droites sont opposées. ■

Proposition 5.2. Si d1 et d2 sont deux demi-droites affines de même origine A alors la
bissectrice interne de (d1, d2) est l’unique axe de symétrie ∆ du couple (d1, d2) ; c’est à
dire telle que s∆(d1) = d2. Plus précisément, ∆ est :

1. la médiatrice de tout segment [A1A2], avec A1 ∈ d1 et A2 ∈ d2 tels que AA1 =
AA2 > 0, si d1 6= d2 ;

2. le support commun de d1 et d2 si d1 = d2.

Preuve. Soient ∆ un axe de symétrie du couple (d1, d2). On sait que s∆(d1) est une
demi-droite d’origine s∆(A), donc s∆(A) = A. Comme les réflexions opposent les angles,
alors,

(
∆̂, d1

)
=
(
d̂2,∆

)
. Ainsi, ∆ est la bissectrice interne de (d1, d2). Pour le reste de

la proposition, remarquons d’abord que le résultat est évident dans le deuxième cas, et
dans le premier, on sait que la médiatrice D de [A1A2] est un axe de symétrie des points
A1 et A2, et passe par A, car AA1 = AA2, ainsi D = ∆. ■

Proposition 5.3. Si d1 et d2 sont deux demi-droites affines de même origine A, et dirigées
respectivement par deux vecteurs, x⃗1 et x⃗2, de même norme, alors la bissectrice intérieure
de (d1, d2) est dirigée par x⃗1 + x⃗2.
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Preuve. Notons δ la demi-droite de E passant par A et dirigée par x⃗1 + x⃗2. On a
alors :

[x⃗1, x⃗1 + x⃗2] = [x⃗1 + x⃗2, x⃗2] = [x⃗1, x⃗2]

et
〈x⃗1, x⃗1 + x⃗2〉 = 〈x⃗1 + x⃗2, x⃗2〉 = 〈x⃗1, x⃗2〉+ ‖x⃗1‖2.

Ceci montre qu’on a bien
(
d̂1, δ

)
=
(
δ̂, d2

)
, ce qui signifie que δ est la bissectrice intérieure

de (d1, d2). Fin de la preuve. ■
Remarquons que ce résultat s’obtient aussi directement de la proposition 5.2 dans le cas
où d1 6= d2. En effet, si on pose Ai = A + x⃗i pour i = 1, 2, alors la bissectrice intérieure
de (d1, d2) est la médiatrice de [A1A2]. Cette dernière est la droit affine passant par A et
le milieu des points A1 et A2, don dirigée par x⃗1 + x⃗2.

Proposition 5.4. Si d1 et d2 sont deux demi-droites d’origine A, et d′1, d′2 sont leurs
opposées respectives, alors les couples (d1, d2) et (d′1, d′2) ont la même bissectrice intérieure.

Preuve. Soient x⃗1 et x⃗2 deux vecteurs directeurs respectifs de d1 et d2 de même norme.
D’après Proposition et définition 5.1, les bissectrices intérieures respectives de (d1, d2),et
(d′1, d

′
2) sont dirigées par x⃗1 + x⃗2 et −x⃗1 − x⃗2. Donc, les couples (d1, d2) et (d′1, d

′
2) ont la

même bissectrice intérieure. ■

Proposition 5.5 (et définition). Soient d1 et d2 deux demi-droites d’origine A, et soient
d′1, d

′
2 leurs opposées respectives. Alors les couples (d1, d

′
2) et (d′1, d2) ont la même bissec-

trice intérieure, qui n’est autre que la perpendiculaire à la bissectrice intérieure du couple
(d1, d2) en A. On l’appelle « La bissectrice extérieure de (d1, d2) ».

d1

d2

Bissectrice intérieure de (d1, d2
)

Bi
ss

ec
tr

ic
e

ex
té

ri
eu

re
de

(d
1
,d

2
)

A

Preuve. Le fait que les couples (d1, d
′
2) et (d′1, d2) aient la même bissectrice intérieure

découle de la proposition 5.4. D’autre part, si x⃗1 et x⃗2 sont deux vecteurs directeurs respec-
tifs de d1 et d2 de même norme, alors d’après Proposition et définition 5.1, les bissectrices
intérieures respectives de (d1, d2) et (d1, d

′
2) sont dirigées respectivement par x⃗1 + x⃗2 et

x⃗1 − x⃗2. Comme 〈x⃗1 + x⃗2/x⃗1 − x⃗2〉 = ‖x⃗1‖2 − ‖x⃗2‖2 = 0, alors les bissectrices intérieures
de (d1, d2) et (d1, d

′
2) sont perpendiculaires en A. ■

Voici une caractérisation des bissectrices extérieures, similaire à celle de la proposition
5.1
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Proposition 5.6. Soient d1 et d2 deux demi-droites affines de même origine A. Il y
a exactement deux demi-droites δ d’origine A qui vérifient l’identité

(
d̂1, δ

)
=
(
δ̂, d2

)
+

π[2π] : ce sont les demi-droites d’origine A qui sont supportées par la bissectrice extérieure
de (d1, d2).

Preuve. Exercice ■

Passons maintenant aux bissectrices d’un couple de droites, en commençant par la :

Proposition 5.7 (et définition). Soient D1 et D2 deux droites affines sécantes en un point
A, et soit d1 (resp. d2 ) l’une des deux demi-droites d’origine A supportées par D1 (resp.
par D2 ). Alors D1 et D2 possèdent exactement deux axes de symétrie : ce sont les bis-
sectrices intérieure et extérieure de (d1, d2). On les appellent alors « Les bissectrices de la
paire (D1, D2) ». En particulier, ces deux droites passent par A et y sont perpendiculaires.

Preuve. Soit ∆ une droite quelconque du plan et soit d′2 l’opposée de d2. Alors s∆
échange D1 et D2 si et seulement si s∆ échange d1 avec d2 ou d′2, ce qui est équivalent à
dire, d’après la proposition et définition 5.5, que ∆ est la bissectrice intérieure ou exté-
rieure de (d1, d2). ■

Remarque 24. Attention, il n’y a aucun moyen de distinguer les bissectrices d’un couple
de droites l’une de l’autre, contrairement à celles d’un couple de demi-droites.

De nouveau, justifions l’emploi du terme de « bissectrices » :

Proposition 5.8. Soient D1, D2,∆ trois droites concourantes en un point A. Alors ∆ est
l’une des bissectrices de (D1, D2) si et seulement si

(
D̂1,∆

)
=
(
∆̂, D2

)
.

Preuve. Exercice ■
On dispose également d’une caractérisation purement métrique des bissectrices de droites.

Proposition 5.9. Soient D1 et D2 deux droites affines sécantes. La réunion des deux
bissectrices de (D1, D2) constitue exactement l’ensemble des points du plan qui sont équi-
distants de D1 et de D2.

Preuve. Exercice ■

5.2. Géométrie du triangle

Dans toute cette partie, triangle signifie triangle non aplati (sauf mention explicite
du contraire). On note BC = a, CA = b, AB = c les longueurs des côtés d’un triangle
ABC et Â, B̂, Ĉ les mesures des angles géométriques du triangle. Un triangle ABC est
dit rectangle en A si l’angle A est droit, c’est à dire Â =

π

2
; le côté BC est alors appelé

hypoténuse. Il est dit isocèle en A si les côtés AB et AC ont même longueur, équilatéral
si ses trois côtés ont même longueur.
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5.2. Somme des angles d’un triangle

Proposition 5.10. Pour tout triangle ABC, la somme des angles orientés de vecteurs
(
−̂→
AB,

−→
AC) + (

−̂−→
BC,

−→
BA) + (

−̂→
CA,

−−→
CB) est égale à l’angle plat, et les mesures principales ces

trois angles (comprises entre −π et +π) ont même signe.

Preuve. En effet, en confondant un angle plat et sa mesure on a :

(
−̂→
AB,

−→
AC) + (

−̂−→
BC,

−→
BA) + (

−̂→
CA,

−−→
CB) = (

−̂→
AB,

−→
AC) + (

−̂−→
BC,

−→
AB) + π + (

−̂→
AC,

−−→
BC)

= (
−̂→
AB,

−→
AB) + π

= π

De plus, on a det(
−−→
BC,

−→
BA) = det(

−→
AC −

−→
AB,−

−→
AB) = det(

−→
AB,

−→
AC) et, de la même

manière, det(
−→
CA,

−−→
CB) = det(

−→
AB,

−→
AC), ce qui montre que les sinus de ces trois angles

orientés ont le même signe. ■

Corollaire 5.1. La somme des mesures des angles géométriques de tout triangle est égale
à π.

5.2. Droites et cercle remarquables d’un triangle

Médiatrices, cercle circonscrit

Rappelons que, dans un plan affine euclidien E, on appelle cercle de centre un point
O ∈ E et de rayon un réel positif R ≥ 0, l’ensemble des points M de E vérifiant OM = R.
Si OM > R (resp. OM < R), on dit que M est extérieur (resp. intérieur) au cercle.

Proposition 5.11. Les trois médiatrices d’un triangle sont concourantes. Leur point de
concours est l’unique point du plan équidistant des trois sommets. C’est aussi le centre de
l’unique cercle du plan passant par ces trois sommets. Ce cercle est appelé cercle circonscrit
au triangle.

Preuve. Les médiatrices de deux côtés sont sécantes, sinon ces côtés seraient paral-
lèles et le triangle aplati. Leur point d’intersection est équidistant des trois sommets du
triangle et appartient donc à la troisième médiatrice. ■
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Hauteurs, orthocentre

Définition 5.1. On appelle hauteurs d’un triangle les droites perpendiculaires aux côtés
passant par le sommet opposé.

Proposition 5.12. Les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes en un point appelé
orthocentre du triangle.

Preuve. Les parallèles aux côtés menées par les sommets opposés déterminent un
triangle A′B′C ′. Les hauteurs du triangle initial ABC sont les médiatrices du triangle
A′B′C ′ : elles sont donc concourantes. ■

Bissectrices, cercles inscrit et exinscrits

Définition 5.2. On appelle bissectrice intérieure en A d’un triangle ABC la bissectrice
du couple de demi-droites [AB) et [AC). L’autre bissectrice de l’angle de droites (

−̂→
AB,

−→
AC)

est appelée bissectrice extérieure en A du triangle ABC.

La suivante justifie cette terminologie :

Proposition 5.13. La bissectrice intérieure en A d’un triangle ABC coupe le côté [BC]
en un point A1 (appelé pied de cette bissectrice) qui est le barycentre du système pondéré
[(B, b), (C, c)]. La bissectrice extérieure en A est perpendiculaire à la bissectrice intérieure.
Elle ne rencontre pas l’intérieur du triangle et coupe, si le triangle n’est pas isocèle en A,
la droite (BC) en un point A′

1 qui est le barycentre du système pondéré [(B, b), (C,−c)].
Les points A1 et A′

1 sont donc les deux points de la droite (BC) vérifiant :

A1B

A1C
=
A′

1B

A′
1C

=
AB

AC
.

Preuve. Soit A1 =
b

b+ c
B +

c

b+ c
C le barycentre du système pondéré [(B, b), (C, c)].

Le point A1 appartient au segment [BC] et les aires algébriques S1 et S2 des triangles
ABA1 et AA1C vérifient

2S1 = det(
−→
AB,

−−→
AA1) = AB × AA1 × sin((

̂−→
AB,

−−→
AA1))

et
2S2 = det

−−→
AA1,

−→
AC) = AC × AA1× sin((

̂−−→
AA1,

−→
AC)).

Mais il ressort de l’égalité
−−→
AA1 =

b

b+ c

−→
AB +

c

b+ c

−→
AC que

2S1 =
c

b+ c
det(

−→
AB,

−→
AC) et 2S2 =

b

b+ c
det

−−→
AA1,

−→
AC),
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d’où sin((
̂−→

AB,
−−→
AA1)) = sin((

̂−−→
AA1,

−→
AC)) puis (

̂−→
AB,

−−→
AA1) = (

̂−−→
AA1,

−→
AC) (on ne peut

avoir ( ̂−→
AB,

−−→
AA1)+ (

̂−−→
AA1,

−→
AC) = π, sinon le triangle serait aplati). Le point A1 appartient

donc à la bissectrice intérieure en A du triangle ABC. La démonstration est analogue
pour le point A′. ■

Proposition 5.14. Les bissectrices intérieures d’un triangle ABC sont concourantes en
un point de coordonnées barycentriques (a, b, c) dans le repère affine (A,B,C). Ce point
est centre d’un cercle tangent aux trois côtés du triangle, appelé cercle inscrit dans le
triangle ABC. Chaque bissectrice intérieure rencontre les bissectrices extérieures en les
deux autres sommets en un point qui est également centre d’un cercle tangent aux trois
côtés du triangle. Ces trois cercles sont appelés cercles exinscrits.

Preuve. Il suffit de vérifier que le point I =
a

a+ b+ c
B +

b

a+ b+ c
B +

c

a+ b+ c
C

appartient aux trois bissectrices intérieures du triangle. Ce point est intérieur au triangle.
Les points de coordonnées barycentriques respectives(−a, b, c), (a,−b, c), (a, b,−c) sont
extérieurs au triangle et appartiennent tous à deux bissectrices extérieures et une bissec-
trice intérieure. Ils sont ainsi équidistants des trois droites portant les côtés du triangle. ■

Il y a donc exactement quatre points équidistants des trois côtés d’un triangle ; chacun
de ces points est intersection de trois bissectrices et centre d’un cercle tangent aux trois
côtés.

5.2. Relations métriques dans un triangle

Proposition 5.15 (Formule de la médiane). Si A, B sont deux points quelconques du
plan P et I est le milieu de [AB] alors pour tout point M ∈ P on a :

MA2 +MB2 = 2MI2 +
AB2

2
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Preuve. En effet, pour tout point M ∈ P on a :

MA2 +MB2 = ‖
−−→
MI +

−→
IA‖2 + ‖

−−→
MI +

−→
IB‖2

= 2MI2 + AI2 +BI2 + 2〈
−−→
MI/

−→
IA+

−→
IB︸ ︷︷ ︸

=
−→
0

〉

= 2MI2 + AI2 +BI2

= 2MI2 +
AB2

2
, car I est le milieu de [AB]

■

Deux autres formules sont dites aussi parfois « formules de la médiane ». La preuve
est analogue à la précédente et est laissée à titre d’exercice.

Proposition 5.16 (Formule de la médiane). Si A, B sont deux points quelconques du
plan P et I est le milieu de [AB] alors pour tout point M ∈ P on a :

1. MA2 −MB2 = 2
−→
AB ·

−−→
IM .

2. MI2 − AB2

4
=

−−→
MA ·

−−→
MB.

Théorème 5.17 (Formule d’Al-Kashi). Dans tout triangle ABC, on a :

a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â.

Preuve. Par la relation de Chasles :

a2 = BC2 = ‖
−→
AC −

−→
AB‖2 = AC2 + AB2 − 2

−→
AC.

−→
AB = b2 + c2 − 2bc cos Â.

■
En particulier,on a le théorème de Pythagore :

Théorème 5.18 (de Pythagore). Un triangle ABC est rectangle en A si et seulement si

a2 = b2 + c2.

Une autre caractérisation des triangles rectangles peut être donnée grâce à la formule
de la médiane 5.16.

Proposition 5.19. Un triangle ABC est rectangle en A si et seulement si BC = 2.AI,
où I est le milieu de [BC]. En d’autres termes, le cercle circonscrit à ABC est le cercle
de diamètre [BC].

Preuve. La preuve découle directement de la formule de la médiane (voir proposition

5.16), AI2 − BC2

4
=

−→
AB ·

−→
AC. ■

Théorème 5.20 (Formule des sinus). Dans un triangle ABC on a :

a

sin(Â)
=

b

sin(B̂)
=

c

sin(Ĉ)
.
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Preuve. En effet, comme déjà démontré, on a : det(
−−→
BC,

−→
BA) = det(

−→
AC−

−→
AB,−

−→
AB) =

det(
−→
AB,

−→
AC) et, de la même manière, det(

−→
CA,

−−→
CB) = det(

−→
AB,

−→
AC). Ceci montre bien

que ac sin B̂ = bc sin Â = ab sin Ĉ et le résultat est ainsi obtenu. ■
La formule des sinus permet, connaissant deux angles et un côté, de calculer la longueur
des autres côtés.

Corollaire 5.2. Si ABC est un rectangle rectangle en A alors :

cos B̂ =
c

a
et sin B̂ =

b

a

Preuve. La première formule découle de celle d’Al-Kashi, à savoir : b2 = a2 + c2 −
2ac cos B̂ et a2 = b2+ c2 qui donne, en les sommant, c = a cos B̂, ou encore cos B̂ =

c

a
. La

deuxième est une conséquence immédiate de la formule des sinus : b

sin(B̂)
=

a

sin(Â)
= a.

■

5.2. Triangles isocèles, triangles équilatérales

Proposition 5.21. Dans un triangle ABC, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ABC est un triangle isocèle,
2. ABC admet deux angles égaux,
3. Deux de des droites remarquables du triangle ABC sont confondues,
4. ABC possède un axe de symétrie. Dans ce cas, cet axe est à la fois la médiatrice de

la base, la hauteur issue du sommet principal, la médiane issue du sommet principal,
la bissectrice de l’angle au sommet principal.

Preuve.

— (1) ⇔ (2). D’après la loi des sinus on a c
b
=

sin B̂

sin Ĉ
. Donc, le triangle ABC est isocèle

en A si et seulement si sin B̂ = sin Ĉ, si et seulement si B̂ = Ĉ.
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— (1) ⇒ (3). Supposons que ABC est isocèle en A. Alors A est sur la médiatrice du
segment [BC]. On en déduit que les trois droites, la médiatrice du segment [BC]
ainsi la hauteur et la médiane du triangle ABC issues de A coïncident.

— (3) ⇒ (4). Supposons que deux de des droites remarquables du triangle ABC sont
confondues. Il est facile qu’il ne peut s’agir que de la médiane et la hauteur issues
d’un même sommet, ou l’un de ces deux et la médiatrice du coté opposé à ce sommet,
disons A. Puisque deux de ces droites passent par A, deux passent le milieu I du
segment [BC], et deux sont perpendiculaires à ce même segment, alors les deux
droites confondues passent parI et sont perpendiculaires (BC). On en déduit que la
médiatrice du segment [BC] ainsi la hauteur et la médiane du triangle ABC issues
de A coïncident, et c’est un axe de symétrie.

— (4) ⇒ (1). Soit ∆ un tel axe de symétrie. Soit s est la réflexion d’axe ∆. On sait que
l’image du triangle ABC par s est un triangle A′B′C ′, avec A′ = s(A), B′ = s(B)
et C ′ = s(C). De plus, s(A) 6= A, s(B) 6= B ou s(C) 6= C. On peut, sans perdre
de généralisation, supposer que s(A) 6= A, par exemple s(A) = B. Dans ce cas,
s(B) = A et s(C) = C, et puisque les réflexions conservent les distances alors
AC = s(B)s(C) = BC, ce qui achève la démonstration.

■

Proposition 5.22. Dans un triangle ABC, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ABC est un triangle équilatéral,
2. Les trois angles du triangle ABC sont égaux,

3. Les trois angles du triangle ABC font 2π

3
,

4. Deux angles du triangle ABC font 2π

3
,

5. Le triangle ABC possède deux axes de symétrie.
Dans ce cas, il aura trois axes de symétrie.

Preuve.
— (1) ⇔ (2). C’est une application directe de la proposition 5.21.
— (2) ⇔ (3). Car la somme des angles géométriques d’un triangle vaut π.
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— (3) ⇔ (4). Le sens direct est évident, la réciproque est par ce que la somme des
angles géométriques d’un triangle vaut π.

— (1) ⇔ (5). C’est une application directe de la proposition 5.21.
■

5.2. Triangles isométriques et triangles semblables

Définition 5.3. Deux triangles ABC et A′B′C ′ sont isométriques (resp. semblables) si
l’un est l’image de l’autre par une isométrie (resp. une similitude) affine u, i.e., u(A) =
A′, u(B) = B′ et u(C) = C ′.

Connaissant les propriétés des similitudes, on peut déjà stipuler que si deux deux
triangles sont semblables alors leurs angles non orientés sont égaux, et leurs cotés sont
proportionnels. Plus précisément, si un triangle A′B′C ′ est l’image d’un autre triangle
ABC par une similitude affine u de rapport k > 0, alors :

— Â = Â′, B̂ = B̂′ et Ĉ = Ĉ ′,

— A′B′ = k.AB, A′C ′ = k.AC et B′C ′ = k.BC, ou encore : A
′B′

AB
=
A′C ′

AC
=
B′C ′

BC
Ainsi, deux triangles semblables sont deux triangles ayant subit un agrandissement ou une
réduction. En effet, lorsque l’on agrandit (ou réduit) un triangle, on modifie la longueur de
ses côtés, mais on ne touche en aucun cas à ses angles. En particulier, si ABC et A′B′C ′

sont isométriques alors alors leurs cotés sont isométriques, c’est-à dire : A′B′ = AB,
A′C ′ = AC et B′C ′ = BC. En fait, comme on va le voir, ces propriétés, sont bien des
propriétés caractéristiques.

Proposition 5.23. Étant donné deux triangles ABC et A′B′C ′, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. ABC et A′B′C ′ sont isométriques.
2. ABC et A′B′C ′ ont leurs trois côtés égaux ; AB = A′B′, AC = B′C ′ et BC = B′C ′.
3. ABC et A′B′C ′ ont un côté égal et deux angles égaux ; AB = A′B′, Â = Â′ et

B̂ = B̂′.
4. ABC et A′B′C ′ ont un angle égal compris entre deux côtés respectivement égaux ;

AB = A′B′, AC = B′C ′ et Â = Â′.

Preuve.
— (1) ⇒ (2). Évident, car les isométries conservent les distances.
— (2) ⇒ (3). C’est une conséquence de la formule d’Al-Kashi. En effet, si AB = A′B′,

AC = B′C ′ et BC = B′C ′ alors

cos Â =
AB2 + AC2 − BC2

2AB.AC
=
A′B′2 + A′C ′2 − B′C ′2

2A′B′.A′C ′ = cos Â′

et de même on a
cos B̂ = cos B̂′

— Supposons que AB = A′B′, Â = Â′ et B̂ = B̂′. La somme des angles géométriques
étant égale à π (voir corollaire 5.1), alors Ĉ = Ĉ ′ et d’après la formule des sinus on

a AC =
AB sin B̂

sinC
=
A′B′ sin B̂′

sinC ′ = A′C ′.
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— Soit f l’application affine qui transform les points A,B,C aux points A′, B′, C ′.
Comme AB = A′B′, AC = A′C ′ et Â = Â′ alors d’après l’exercice 4.1, f est une
isométrie, d’où le résultat.

■

Proposition 5.24. Étant donné deux triangles ABC et A′B′C ′, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. ABC et A′B′C ′ sont semblables,
2. ABC et A′B′C ′ ont leurs deux angles égaux (alors le troisième l’est aussi),
3. ABC et A′B′C ′ ont leurs côté proportionnels.
4. ABC et A′B′C ′ ont un angle égal et compris entre deux côtés proportionnel.

Proposition 5.25. Si deux triangles ont leurs côtés parallèles deux à deux, alors ils sont
semblables.

5.3. Parallélogrammes

Par quadrilatère, on désigne un polygone ABCD à quatre cotés, c’est à dire la donnée
de quatre points A,B,C,D non alignés trois à trois. Rappelons qu’un polygone est dit
croisé si deux de ses côtés non consécutifs se coupent. Sinon, il est dit non croisé. En
particulier, un quadrilatère ABCD est non croisé si et seulement si ses deux cotés [AB] et
[CD], ainsi que [AD] et [BC] ne se coupent pas. Rappelons également qu’un quadrilatère
est convexe si, quel que soit le côté que l’on choisit, le quadrilatère est entièrement inclus
dans un demi-plan dont la frontière porte ce côté. C’est à dire qu’un quadrilatère ABCD
est convexe si et seulement si :

(i) Le segment [AB] ne coupe la droite CD,
(ii) Le segment [BC] ne coupe la droite AD,
(iii) Le segment [CD] ne coupe la droite AB et
(iv) Le segment [AD] ne coupe la droite BC

Il est clair que tout quadrilatère convexe est non croisé, et que tout parallélogramme est
convexe.
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Exercice 5.1. Étant donné un quadrilatère ABCD, montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. ABCD est convexe
2. Les diagonales, AC et [BD], du quadrilatère ABCD se coupent,

3. ABCD est un quadrilatère non croisé dont tous les angles orientés, (
−̂→
AB,

−−→
AD),

(
−̂−→
BC,

−→
BA), (

−̂−→
CD,

−−→
CB) et (

−̂−→
DA,

−−→
DC) sont saillants, i.e., tous entre 0 et π, ou entre

tous entre 0 et −π, strictement. on dit encore que les angles sont non rentrants .

Définition 5.4. Un parallélogramme est un quadrilatère ABCD ayant les côtés opposés
parallèles, i.e., (AB) ‖ (CD) et (BC) ‖ (AD).

A B

CD

Proposition 5.26. Étant donné un quadrilatère ABCD, les assertions suivante sont
équivalentes :

1. ABCD est un parallélogramme,
2.

−→
AB =

−−→
DC,

3.
−−→
AD =

−−→
BC,

4. Les diagonales [AC] et [DB] ont le même milieu,

5. (
−̂→
AB,

−−→
AD) = (

−̂−→
CD,

−−→
CB) et (

−̂−→
DA,

−−→
DC) = (

−̂−→
BC,

−→
BA),

6. ABCD est un quadrilatère convexe, AB = CD et AD = BC,
7. ABCD est un quadrilatère non croisé, AB = CD et AD = BC.

Preuve.
— (1) ⇒ (2) Supposons que ABCD est un parallélogramme. Il existe alors des réels

α, β ∈ R tels que
−→
AB = α.

−−→
DC et

−−→
AD = β.

−−→
BC et par suite

−−→
DB = α.

−−→
DC − β.

−−→
BC.

Ainsi,
−−→
DC−

−−→
CB = α.

−−→
DC−β.

−−→
BC, et comme les points B,C,D ne sont pas alignés,

alors α = β = 1 puis
−→
AB =

−−→
DC, et

−−→
AD =

−−→
BC

— (2) ⇔ (3). Car
−−→
AD −

−−→
BC =

−→
AB +

−−→
BD −

−−→
BD −

−−→
DC =

−→
AB −

−−→
DC.

— (3) ⇔ (4). En effet, en posant I le milieu de [AC] et I ′ celui de [DB] alors I =

A+
1

2

−→
AC et I ′ = D +

1

2

−−→
DB, puis,

−→
II ′ =

−−→
AD − 1

2

(−→
AC −

−−→
DB

)
=

−−→
AD − 1

2

(−−→
AD −

−−→
CB
)
=

1

2

(−−→
AD −

−−→
BC
)
.

Ainsi, I = I ′ ⇔
−−→
AD =

−−→
BC.

— (4) ⇒ (5). Supposons que [AB] et CD ont le même milieu I. Dans cette situation,
A, B, C et D sont les images respectives de B, A, D et C par la symétrie centrale
de centre I. Cette symétrie est un déplacement, puisque c’est la rotation de centre
I et d’angle π, donc elle conserve les angles orienté et le résultat en découle.
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— (5) ⇒ (6). Dans cas cas on a

(
−̂→
AB,

−−→
CD) = (

−̂→
AB,

−−→
CB) + (

−̂−→
CB,

−−→
CD)

=
1

2

(
(
−̂→
BA,

−−→
BC) + (

−̂−→
DC,

−−→
DA) + (

−̂−→
CB,

−−→
CD) + (

−̂−→
AD,

−→
AB)

)
=

1

2

(
(
−̂→
BA,

−−→
BC) + (

−̂−→
DC,

−−→
DA) + (

−̂−→
BC,

−−→
DC) + (

−̂−→
DA,

−→
BA)

)
= π.

Donc, AB ‖ (CD), et de la même manière on a AC ‖ (BD). Ainsi, ABCD est un
parallélogramme, et par conséquent, c’est un un quadrilatère convexe, AB = DC
et AD = BC.

— (6) ⇒ (7). Car tout quadrilatère convexe non croisé.
— (7) ⇒ (1). Sous ces hypothèses, les triangles ABD et CDB sont isométriques. Soit

f une isométrie qui transforme le triangle ABD en CDB, i.e., f(A) = C, f(B) = D
et f(D) = B. On en déduit déjà que f laisse invariant le milieu I du segment [BD]
et par la suite, f est soit une rotation, soit une réflexion. Supposons que f est
une réflexion, donc d’axe ∆, la médiatrice du segment BD. Or, dans un triangle
quelconque, toute droite passant par l’un de ses cotés, passe aussi par l’un des deux
autres cotés. Ainsi, ∆ coupe l’un des segments [AD] ou [AB]. Supposons que ∆
coupe [AD] en un point M . Alors f(M) = M , et comme l’image du segment [AD]
par f , qui n’est autre que le segment [CB], alors M ∈ [CB]. On en déduit que
le quadrilatère ABCD est croisé, ce qui est faux. Donc f est une rotation. Plus
précisément, c’est la symétrie centrale de centre I, et dans ce cas, I est aussi le
segment [AC]. Ainsi les diagonales du quadrilatère ABCD ont le même milieu et
c’est un parallélogramme.

■

Exercice 5.2. On peut montrer aussi qu’un quadrilatère ABCD est un parallélogramme
si et seulement s’il est non croisé et ses cotés opposés sont égaux.
Remarque 25. Les six propriétés de la proposition ci-dessus ne sont plus équivalentes
si trois points du quadrilatère sont alignés. Cependant, la deuxième, la troisième et la
quatrième le sont. Pour étendre la définition du parallélogrammes aux quadrilatères ayant
trois points alignés, on pourra adopter la quatrième propriété comme définition. Ainsi,
de manière générale, un quadrilatère ABCD est un parallélogramme si et seulement si−→
AB =

−−→
DC, si et seulement si

−−→
AD =

−−→
BC, si et seulement si ses diagonales ont le même

milieu.
Définition 5.5. Un losange est un quadrilatère dont tous les côtés ont la même longueur.
Proposition 5.27. Un quadrilatère est un losange si et seulement s’il est un parallélo-
gramme dont les diagonales sont orthogonales.

Preuve. Il est évident qu’un losange est un parallélogramme. Soit donc ABCD un
parallélogramme. Alors
−→
AC ·

−−→
BD =

(−→
AB +

−−→
BC
)
·
(−−→
BC +

−−→
CD

)
=
(−→
AB +

−−→
BC
)
·
(−−→
BC −

−→
AB
)
= BC2 − AB2

Il s’ensuit que (AC) ⊥ (BD) ⇔ AM = BC, et le résultat en découle. ■
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Définition 5.6. Un rectangle est un quadrilatère qui a quatre angles droits
Proposition 5.28. Étant donné un quadrilatère Q, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. Q est un rectangle,
2. Q a trois angles droits,
3. Q est un parallélogramme ayant un angle droit,
4. Q est un parallélogramme et ses diagonales ont la même longueur,
Preuve. Les équi (1) ⇔ (2) ⇔ (3) valences sont évidentes. Pour la dernière, consi-

dérons un un parallélogramme ABCD et notons I son centre, i.e., l’intersection de ses
diagonales. Remarquons I est le milieu des deux diagonales et :

−→
AB ·

−−→
BC =

(−→
AI +

−→
IB
)
·
(−→
BI +

−→
IC
)
=
(−→
AI +

−→
IB
)
·
(
−
−→
IB +

−→
AI
)
= AI2 − BI2

Ainsi (AB) ⊥ (BC) ⇔ AI = BI ⇔ AC = BD, et c’est ce qu’il faut démontrer. ■

Définition 5.7. Un carré est un quadrilatère à la fois rectangle et losange.
Proposition 5.29. Étant donné un quadrilatère Q, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. Q est un carré
2. Q admet quatre côtés de même longueur et un angle droit,
3. Les diagonales de Q ont le même milieu, la même longueur et sont perpendiculaires,
4. Q est un losange ayant un angle droit,
5. Q est un rectangle ayant deux côtés consécutifs de même longueur.
Preuve. Exercice. ■

5.4. Géométrie du Cercle

5.4. Représentation paramétrique, équation

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗), le cercle de centre (a, b) et de
rayon R admet la représentation paramétrique :

x = a+R cos t

, t ∈ [0, 2π[

y = b+R sin t

Son équation cartésienne s’écrit (x− a)2 + (y − b)2 = R2, et est donc de la forme

x2 + y2 − 2ax− 2by + c = 0,

où c = a2 + b2 −R2. Réciproquement, une équation de cette forme est :
— un cercle de rayon R =

√
a2 + b2 − c si a2 + b2 − c ≥ 0 ; (si a2 + b2 − c = 0, ce cercle

est réduit à un point ;
— l’ensemble vide si a2 + b2 − c < 0.



74 CHAPITRE 5. GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE CLASSIQUE

5.4. Intersection d’une droite et d’un cercle, tangentes

Proposition 5.30. Soit, dans le plan affine euclidien, D une droite et C un cercle de
centre O et de rayon R. L’intersection de D et de C est :

— constituée de deux points si d(O,D) < R ;

— réduite à un point si d(O,D) = R ; dans ce cas, l’unique point d’intersection de D
et de C est le projeté orthogonal H de O sur D ;

— vide si d(O,D) > R.

Définition 5.8. Sous les hypothèses de la proposition précédente, si d(O,D) = R, on dit
que D est tangente à C en H. La tangente à un cercle de centre O en un point M de ce
cercle est donc la perpendiculaire menée par M au rayon OM .

5.4. Positions relatives de deux cercles

Proposition 5.31. Soient C et C ′ deux cercles distincts du plan affine euclidien, de
centres respectifs O et O′ et de rayons R et R′ . On note d = OO′ la distance de leurs
centres. Alors cinq cas sont possibles :

— si d < |R−R′|, les deux cercles sont disjoints et l’un est intérieur à l’autre ;

— si d = |R−R′|, les cercles sont tangents intérieurement (leur intersection est réduite
à un point, ils ont même tangente en ce point, et l’un est intérieur à l’autre, à
l’exception de ce point) ;

— si |R − R′| < d < R + R′, ils sont sécants (leur intersection est constituée de deux
points, symétriques par rapport à la droite des centres) ;

— si d = R + R′, ils sont tangents extérieurement (leur intersection est réduite à un
point, ils ont même tangente en ce point, et chacun d’eux est extérieur à l’autre, à
l’exception de ce point) ;

— si d > R +R′, ils sont disjoints et chacun d’eux est extérieur à l’autre.
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5.4. Puissance d’un point par rapport à un cercle

Proposition 5.32. Soit C un cercle de centre O et de rayon R, M un point du plan et
D une droite passant par M et coupant C en deux points A et B. Alors le produit scalaire−−→
MA ·

−−→
MB est égal à MO2 − R2 et ne dépend donc pas de la droite D. Ce nombre est

appelé puissance de M par rapport au cercle C et noté pC(M).

Preuve. Soit A′ le point diamétralement opposé à A sur le cercle C. On a :

−−→
MA ·

−−→
MB =

−−→
MA ·

(−−→
MA′ +

−−→
A′B

)
=

−−→
MA ·

−−→
MA′

=
(−−→
MO +

−→
OA
)
·
(−−→
MO +

−−→
OA′

)
=
(−−→
MO +

−→
OA
)
·
(−−→
MO −

−→
OA
)

=MO2 −R2.

■

Ce nombre permet de situer le point M par rapport au cercle. Plus précisément :
— M est extérieur au cercle si et seulement si pC(M) > 0 ;
— M appartient au cercle si et seulement si pC(M) = 0 ;
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— M est intérieur au cercle si et seulement si pC(M) < 0.
En particulier, si le point M est extérieur au cercle, on a pC(M) = MT 2 = MT ′2, où T
et T ′ sont les points de contact des deux tangentes menées par M au cercle C.

Expression analytique. Le plan étant rapporté à un repère orthonormé, la puissance
du point M(x, y) par rapport au cercle C d’équation x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0 est
pC(M) = x2 + y2 − 2ax− 2by + c.

5.4. Axe radical de deux cercles

Proposition 5.33. Soient C et C ′ deux cercles distincts du plan affine euclidien. L’en-
semble des points du plan ayant même puissance par rapport à C et C ′ est :

— vide si C et C ′ sont concentriques ;
— une droite perpendiculaire à la droite des centres si leurs centres sont distincts. Cette

droite est alors appelée axe radical des deux cercles. Dans le cas où les cercles sont
sécants, leur axe radical est la droite passant par les deux points d’intersection de ces
cercles. Dans le cas où ils sont tangents, leur axe radical est leur tangente commune.

5.4. Théorème de l’angle inscrit, cocyclicité

Proposition 5.34 ((Théorème de l’angle inscrit)). Soient A, B et C trois points distincts
d’un cercle de centre O, TB la tangente en B à ce cercle. Alors on a les égalités d’angles
orientés : (

−̂−→
OB,

−→
OC) = 2(ÂB,AC) = 2(T̂B, BC).
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Preuve. Soit s1 (resp. s2) la réflexion d’axe la médiatrice ∆1 de [AB] (resp. la média-
trice ∆2 de [AC]). La composée s2 ◦ s1 est une rotation de centre O (puisque ∆1 et ∆2

se coupent en O) qui transforme B en C. Son angle est donc (
−̂−→
OB,

−→
OC) ; mais c’est aussi

2(∆̂1,∆2), qui est égal à (ÂB,AC), puisque ∆1 est orthogonale à (AB) et ∆2 à (AC).
De même, si s4 est la réflexion d’axe la médiatrice ∆ de [BC] et s3 la réflexion d’axe
(OB), la composée s4 ◦s3 est la rotation de centre O transformant B en C, i.e. la rotation

de centre O et d’angle (
−̂−→
OB,

−→
OC), d’où (

−̂−→
OB,

−→
OC) = 2(ÔB,∆) = 2(T̂B, BC), puisque les

droites (OB) et sont respectivement orthogonales à (OB) et (BC). ■

Remarque 26. l’égalité impliquant la tangente peut être vue comme le cas limite de l’égalité
précédente quand le point A tend vers le point B.

Proposition 5.35. Quatre points distincts A,B,C,D du plan sont cocycliques ou alignés
si et seulement si les angles orientés de droites (donc modulo π) (ÂB,AC) et (D̂B,DC)
sont égaux. Plus précisément, ils sont alignés si et seulement si ces deux angles de droites
sont nuls, cocycliques sinon.

Preuve. Le cas des points alignés est trivial. Si les quatre points sont cocycliques et si O
est le centre du cercle les contenant, le théorème de l’angle inscrit nous dit que (

−̂−→
OB,

−→
OC) =

2(ÂB,AC) = 2(D̂B,DC) (modulo 2π), puis (ÂB,AC) = (D̂B,DC) (modulo π).
Réciproquement, si (ÂB,AC) = (D̂B,DC) n’est pas l’angle nul, les triangles ABC

et DBC ne sont pas aplatis. Soient alors Γ1 et Γ2 les cercles circonscrits à ces triangles,
T1 et T2 les tangentes en B à ces cercles. Du théorème de l’angle inscrit 5.34 on a alors
(T̂1, BC) = (T̂2, BC) modulo π et par conséquent T1 = T2. Les deux cercles Γ1 et Γ2

ont même tangente en B et passent par les deux points B et C, ils ont donc le centre, à
savoir l’intersection de la perpendiculaire à leur T1 = T2, et la médiatrice de [BC] et en
conséquence ils sont donc confondus et les points A, B, C et D sont cocycliques. ■

Remarque 27. Le résultat précédent peut être énoncé sous la forme suivante : Étant donné
deux points A et B du plan et θ un réel donné, alors l’ensemble des points M du plan
différents de A et B tels que (

̂−−→
MA,

−−→
MB) ≡ θ [π] est :

— la droite (AB) privée des points A et B si θ ≡ 0 [π]

— un cercle passant par A et B et privé des points A et B sinon.

Lorsque l’on regarde cette congruence modulo 2π, on obtient une variante de ce résultat
connu sous le nom de l’arc capable.

Théorème 5.36 (de l’arc capable). Si A et B sont deux points du plan et θ un réel
donné tel θ 6≡ 0[π], alors l’ensemble des points M du plan différents de A et B tels que

(
̂−−→

MA,
−−→
MB) ≡ θ [2π] est un arc de cercle passant par A et B et privé de A et B. Cet arc

est appelé arc capable.
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Remarque 28. Dans le théorème précédent, s’il s’agissait des angles non orientés, alors on
obtient deux arcs capables.

Dans le cas particulier où θ = π

2
, on retrouve la caractérisation des triangles rectangles

de la proposition 5.19.

Proposition 5.37. Pour un triangle ABC donné , les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. ABC est un triangle est rectangle en A,
2. ABC est un triangle inscrit dans un cercle de diamètre [BC],
3. La médiane de ABC relative au côté [BC] mesure la moitié de ce côté.

Remarque 29. On retrouve aussi le résultat du théorème 3.17 dans le cas d’un plan ;
l’ensemble des points M du plan tels que AM ⊥ BM est le cercle de diamètre [AB].
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5.5. Aires et volumes des figures simples

Dans ce paragraphe nous allons présenter des expressions des aires les triangles en
dimension 2, et des aires et volumes pour les triangles et les tétraèdres en dimension
3. On va remarquer qu’elles peuvent s’exprimer en termes de produit mixte et produit
vectoriel. Rappelons que l’aire (géométrique) d’un triangle ABC d’un plan affine euclidien
E est le nombre

A(ABC) =
AB · CH

2

où H désigne le projeté orthogonal de C sur (AB). Cette formule se retient plus facilement
sous la forme :

aire =
base × hauteur

2

CH est la hauteur du triangle ABC issue du sommet C, et AB est la base lui est associé.
Signalons de passage que cette expression ne dépend pas du choix la hauteur du triangle.
L’expression suivante de l’aire d’un triangle fournit une preuve de ce résultat.

Proposition 5.38. L’aire (géométrique) d’un triangle ABC d’un plan affine orienté est
égale à :

A(ABC) =
1

2

∣∣∣[−→AB,−→AC]∣∣∣ = 1

2

∣∣∣[−→BA,−−→BC]∣∣∣ = 1

2

∣∣∣[−→CA,−−→CB]
∣∣∣

où [
−→
AB,

−→
AC] désigne le produit mixte des vecteurs

−→
AB et

−→
AC.

Preuve. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). On a alors

[
−→
AB,

−→
AC] = detB(

−→
AB,

−→
AC)

= detB(
−→
AB,

−−→
AH +

−−→
HC)

= detB(
−→
AB,

−−→
AH) + detB(

−→
AB,

−−→
HC)

= detB(
−→
AB,

−−→
HC), car

−→
ABtextet

−→
ABtextsontcolinaires

= ±AB.HC, car
−→
AB ⊥

−→
AB

= A(ABC)

D’autre part, les propriétés du déterminant permettent d’écrire :

[
−→
AB,

−→
AC] = [

−→
AC +

−−→
CB,

−→
AC]

= [
−→
AC,

−→
AC] + [

−−→
CB,

−→
AC]

= [
−−→
CB,

−→
AC].

Par symétrie, on a alors

A(ABC) =
1

2

∣∣∣[−→AB,−→AC]∣∣∣ = 1

2

∣∣∣[−→BA,−−→BC]∣∣∣ = 1

2

∣∣∣[−→CA,−−→CB]
∣∣∣

■

Remarque 30. Le réel 1
2
[
−→
AB,

−→
AC] s’appelle l’aire algébrique du triangle orienté ABC.
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Corollaire 5.3. Si hA, hB et hC désignent simultanément les hauteurs du un triangle
ABC issues de A, B et C alors :

A(ABC) =
1

2
a.hA =

1

2
b.hB =

1

2
c.hC

En particulier, a.hA = b.hB = c.hC.

Proposition 5.39. L’aire (géométrique) d’un triangle ABC d’un plan affine orienté est
égale à :

A(ABC) =
1

2
ab sin(Ĉ) =

1

2
bc sin(Â) =

1

2
ac sin(B̂)

Preuve. En effet, d’après la proposition 2.17 on a :

1

2

∣∣∣[−→AB,−→AC]∣∣∣ = 1

2
bc sin(Â).

■

Corollaire 5.4. Si h désigne la hauteur du un triangle ABC issue de A alors

h = c sin(B̂) = b sin(Ĉ)

Preuve. Car l’aire du triangleABC vaut simultanément 1

2
ha, 1

2
ab sin(Ĉ) et 1

2
ac sin(B̂).

■

Remarque 31. Grâce à cette formule de l’aire d’un triangle, on peut retrouve la formule
des sinus établie dans le théorème. 5.20.

Corollaire 5.5. Dans un triangle ABC on a

a

sin(Â)
=

b

sin(B̂)
=

c

sin(Ĉ)
=
abc

2S
= 2R,

où S est l’aire du triangle ABC et R est le rayon de son cercle circonscrit.

Preuve. D’après ce qui précède, l’aire du triangleABC vaut simultanément 1

2
ab sin(Ĉ),

1

2
ac sin(B̂) et 1

2
bc sin(Â), d’où l’égalité :

a

sin(Â)
=

b

sin(B̂)
=

c

sin(Ĉ)
.

Et en multipliant ces quantités par bc, ac et ab simultanément, on obtient :

a

sin(Â)
=

b

sin(B̂)
=

c

sin(Ĉ)
=
abc

2S
.

Notons maintenant D le point diamétralement opposé à B sur le cercle circonscrit à ABC.
Il s’en suit que le triangle DBC est un triangle rectangle et

(−→
AB,

−→
AC
)
≡
(−−→
DB,

−−→
DC

)
[π].
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On en déduit que sin Â = sin D̂ =
a

2R
(rappelons qu’il s’agit ici d’angles géométrique).

Ainsi,
a

sin(Â)
=

b

sin(B̂)
=

c

sin(Ĉ)
=
abc

2S
= 2R.

■

Remarque 32. Cette formule fournit une nouvelle expression de l’aire du triangle ABC, à
savoir : S =

abc

4R
.

Une autre formule très connue est celle dû à Héron d’Alexandrie. L’avantage de cette
dernière est qu’elle permet de calculer l’aire du triangle en connaissant seulement les
longueurs de ses côtés.

Théorème 5.40 (Formule de Héron). Étant donné un triangle ABC, son aire est donnée
par :

A(ABC) =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) =

1

4

√
(a+ b+ c) (a+ b− c) (a− b+ c) (−a+ b+ c)

où p =
a+ b+ c

2
est le demi-périmètre du triangle.

Preuve. On sait que A(ABC) =
1

2
ab sin Ĉ =

1

2
ab
√

1− cos2 Ĉ et que cos Ĉ =

a2 + b2 − c2

2ab
, Il suffit donc d’effectuer un calcul algébrique et la formule apparaît. En

effet :

16A2(ABC) = 4a2b2

(
1− (a2 + b2 − c2)

2

4a2b2

)
=
(
4a2b2 − (a2 + b2 − c2)

2
)

= (2ab+ a2 + b2 − c2) (2ab− a2 − b2 + c2)

= ((a+ b)2 − c2) (−(a− b)2 + c2)

= (a+ b+ c) (a+ b− c) (a− b+ c) (−a+ b+ c)

= 2p (2p− 2c) (2p− 2b) (2p− 2a)

= 16p (p− c) (p− b) (p− a)

■
On s’intéresse maintenant à l’aire d’un parallélogramme. Rappelons que l’aire (géomé-
trique) d’un parallélogramme ABCD d’un plan euclidien E la quantité

A(ABCD) = AB · h

où h est la distance de D à (AB). C’est « la base fois la hauteur ».

Proposition 5.41. L’aire d’un parallélogramme ABCD dans un plan orienté est égale
à :

A(ABCD) =
∣∣∣[−→AB,−→AC]∣∣∣ = ∣∣∣[−→AB,−−→AD]

∣∣∣
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Preuve. D’une part, d’après la proposition 5.38

A(ABCD) = 2A(ABD) =
∣∣∣[−→AB,−−→AD]

∣∣∣
D’autre part,∣∣∣[−→AB,−→AC]∣∣∣ = ∣∣∣[−→AB,−−→AD] + [

−→
AB,

−−→
DC]

∣∣∣ = ∣∣∣[−→AB,−−→AD]
∣∣∣ , car

−→
AB =

−−→
DC,

d’où le résultat. ■

Remarque 33. Lorsqu’on considère un triangle ou un parallélogramme dans un espace
affine Euclidien orienté de dimension 3, son aire peut s’exprimer à l’aide d’un produit
vectoriel. En dimension 2 , une telle formule n’aurait bien entendu pas de sens.
Proposition 5.42. Dans un espace affine euclidien E de dimension 3 on a :

1. L’aire d’un triangle ABC est égale à :

A(ABC) =
‖
−→
AB ∧

−→
AC‖

2
.

2. L’aire d’un parallélogramme ABCD est égale à :

A(ABCD) = ‖
−→
AB ∧

−→
AC‖ = ‖

−→
AB ∧

−−→
AD‖.

Preuve. D’une part, A(ABCD) = 2A(ABC) = AB · CH, où H est le projeté ortho-
gonal de C sur (AB). D’autre part, on sait que :

CH = d(C, (AB)) =
‖
−→
CA ∧

−→
AB‖

‖
−→
AB‖

,

donc

A(ABC) =
‖
−→
AB ∧

−→
AC‖

2
et

A(ABCD) = ‖
−→
AB ∧

−→
AC‖

Pour la dernière expression, remarquer que :
−→
AB ∧

−→
AC =

−→
AB ∧ (

−−→
AD +

−−→
DC) =

−→
AB ∧

−−→
AD +

−→
0 , car

−→
AB =

−−→
DC.

■

Comme pour l’aire de triangles et de de parallélogramme en dimension 2, on va main-
tenant exprimer, en dimension 3, le volume des tétraèdres et parallélépipèdes à l’aide du
produit mixte. Notons que le volume (géométrique) d’un tétraèdre ABCD d’un espace
euclidien E de dimension 3 est donné par :

V(ABCD) =
1

3
A(ABC) · h

où h désigne la distance de D au plan (ABC). Remarquer que
−→
AB ∧

−→
AC est un vecteur

normal à (ABC), donc

h =
|(
−−→
DH |

−→
AB ∧

−→
AC)|

‖
−→
AB ∧

−→
AC‖

pour tout point H du plan (ABC).
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Proposition 5.43. L’aire d’un tétraèdre ABCD d’un espace affine Euclidien de dimen-
sion 3 est égale à :

V(ABCD) =
1

6

∣∣∣[−→AB,−→AC,−−→AD]
∣∣∣ .

Preuve. Notons H le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). D’une part,

[
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD] = (

−→
AB ∧

−→
AC |

−−→
AD) = (

−→
AB ∧

−→
AC |

−−→
AH) + (

−→
AB ∧

−→
AC |

−−→
HD)

Or le vecteur
−→
AB ∧

−→
AC est normal à (ABC), donc (

−→
AB ∧

−→
AC |

−−→
AH) = 0 et

[
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD] = (

−→
AB ∧

−→
AC |

−−→
HD)

D’autre part,

h = DH =
|(
−−→
DH |

−→
AB ∧

−→
AC)|

‖
−→
AB ∧

−→
AC‖

=
|(
−−→
DH |

−→
AB ∧

−→
AC)|

2A(ABC)

Finalement,

V(ABCD) =
1

3
A(ABC) · h =

1

6
|(
−−→
HD |

−→
AB ∧

−→
AC)| = 1

6
|[
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD]|

■
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6.1. Présentation d’une conique

Soient F un point de R2, D une droite ne passsant pas par F et e un réel strictement
positif. Notons K la projection orthogonale de F sur D, ∆ la droite passant (FK) et
p = e.d(F,D) = e.FK.
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D

K

d

F

1

Définition 6.1. On appelle conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e, l’en-
semble Γe des points M du plan tels que MF

d(M,D)
= e.

Dans ce cas, p s’appelle le paramètre de la conique Γe, et ∆ son axe focale.

Remarque 34. La conique est symétrique par rapport à l’axe focale ∆.

Munissons le plan d’un repère orthonormé R = (F,
−→
i ,

−→
j ) de sorte que −→

j soit un
vecteur directeur de D. L’équation de D dans R est donc x = k.

D

K
k

F −→
i

−→
j

M

x

yH

1

Pour tout point M(x, y) on a

M ∈ Γe ⇐⇒ (1− e2)x2 + y2 + 2e2kx− e2k2 = 0 (∗)

Γe admet donc (∗) comme équation cartésienne.

6.2. Étude de la parabole

Définition 6.2. Si e = 1, on dit que Γ1 est la parabole de foyer F et directrice D.

Par la suite, la parabole Γ1 sera notée P.
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6.2. Équation réduite d’une parabole

Choisisons le repère de sorte que k soit négative. Donc k < 0 et p = −k > 0.

D

K

k/2
F
-k/2−→

i

−→
j

S

1

L’équation (∗) devient y2 = 2p(x− k

2
).

Posons

 X = x− k

2
Y = y

et S(k
2
, 0) = (−p

2
, 0). « est le milieu de [FK] »

Considérons le repère R′ = (S,
−→
i ,

−→
j . L’équation de P dans ce repère devient Y 2 = 2pX.

Y 2 = 2pX s’appelle l’équation réduite de la parabole P , et S son sommet.

Proposition 6.1. Toute parabole P admet, dans un repère orthonormé convenable (S,
−→
i ,

−→
j ),

une équation réduite de la forme Y 2 = 2pX, avec p > 0, et réciproquement.
Dans ce cas P est la parabole de foyer F (p

2
, 0), de directrice la droite D d’équation carté-

sienne x = −p
2

, de paramètre p et de sommet S

6.2. Paramétrisation d’une parabole, tangente en un point

Proposition 6.2. La parabole P d’équation réduite Y 2 = 2pX admet la paramétrisation

suivante :


X =

t2

2p

t ∈ R
Y = t

Proposition 6.3. La parabole P d’équation réduite Y 2 = 2pX admet en tout point
M(x0, y0) une tangente T d’équation
Y0Y = p(X0 +X)

Preuve.
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On a

X ′(t0) =
t0
p
,

Y ′(t0) = 1.
Or,

∣∣∣∣∣ t0p , X −X0

1, Y − Y0

∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ t0Y − t0Y0 = pX − pX0

⇐⇒ Y0Y = t0Y0 + pX − pX0

⇐⇒ Y0Y = Y 2
0 + pX − pX0

⇐⇒ Y0Y = p(X +X0)

Donc l’équation de la tangente est Y0Y = p(X +X0). ■

6.2. Construction d’une parabole

La parabole P d’équation réduite Y 2 = 2pX admet la paramétrisation suivante :
X =

t2

2p

t ∈ R.
Y = t

On a X est paire, et Y est impaire. Il suffit donc de tracer la parabole sur [0,+∞[, et
completer par symétrie par rapport à l’axe (OX). On a ∀t ≥ 0, X ′(t) =

t

p
≥ 0 et

Y ′(t) = 1 > 0. De plus ∀t ≥ 0, X ′(t) = 0 ⇐⇒ t = 0.
On a donc une tangente verticale au point S.

PD

K

k/2
F
-k/2−→

i

−→
j

S

1

6.3. Étude de l’ellipse et de l’hyperbole

6.3. Équations réduites

Par la suite on suppose que e 6= 1. L’équation (∗) devient :
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(∗) ⇐⇒ x2 +
y2

1− e2
+

2e2k

1− e2
x− e2k2

1− e2
= 0

⇐⇒
(
x+

e2k

1− e2

)2

+
y2

1− e2
− e4k2

(1− e2)2
− e2k2

1− e2
= 0

⇐⇒
(
x+

e2k

1− e2

)2

+
y2

1− e2
=

e2k2

(1− e2)2

⇐⇒
(
x+

e2k

1− e2

)2

+
y2

1− e2
=

e2k2

(1− e2)2

⇐⇒

(
x+

e2k

1− e2

)2

e2k2

(1− e2)2

+
y2

e2k2

1− e2

= 1

Notons donc

X = x+
e2k

1− e2

Y = y
, O le point de coordonnées

(
− e2k

1− e2
, 0

)
et R′ le

repère R′ = (O,
−→
i ,

−→
j ). Par la suite on va travailler dans ce repère.

Notons également a =
e|k|

|1− e2|
, b = e|k|√

|1− e2|
et c = e2|k|

|1− e2|
.

Donc, selon le signe de 1−e2, l’équation de la conique devient X
2

a2
+
Y 2

b2
= 1, avec 0 < b < a

si 0 < e < 1, et X
2

a2
− Y 2

b2
= 1 si 1 < e.

Remarquons aussi que e = c

a
, Les coordonnées du foyer F dans R′ sont

(
e2k

1− e2
, 0

)
et la directrice D admet l’équation suivante : X = k +

e2k

1− e2
=

k

1− e2
Plus précisement on a :

— Si k

1− e2
< 0 alors F (−c, 0) et D : X = −a

2

c
,

— Si k

1− e2
> 0 alors F (c, 0) et D : X =

a2

c
,

Réciproquement, d’apres le même calcul précédent, la conique de foyer F ′(−c, 0), de di-

rectrice D′ : X = −a
2

c
et d’excentricié e =

c

a
, et celle de foyer F ′(−c, 0), de directrice

D′ : X = −a
2

c
et d’excentricié e = c

a
, admettent la même équation. Donc, cette conique

admet deux foyers F ′(−c, 0) et F (c, 0), deux directrices D′ : X = −a
2

c
et D : X =

a2

c
et

une excentricié e = c

a
.

Définition 6.3. Si 0 < e < 1,(resp : 1 < e) on dit que Γe est l’ellipse (resp : l’hyperbole
) de foyer F et directrice D.

Dans toute cette partie, si 0 < e < 1, alors l’ellipse Γe sera notée E , et si 1 < e,
l’hyperbole Γe sera notée H.
Remarquons que si 0 < e < 1, alors c =

√
a2 − b2, et si 1 < e alors c =

√
a2 + b2

Proposition 6.4 ( et définition).
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1. (a) Toute ellipse E admet, dans un repère orthonormé convenable(O,−→i ,−→j ), une

équation de la forme X2

a2
+
Y 2

b2
= 1, avec 0 < b < a.

Cette équation s’appelle l’équation réduite de l’ellipse

(b) Réciproquement, pour tout 0 < b < a, X
2

a2
+
Y 2

b2
= 1 est l’équation réduite

de l’ellipse de foyers F ′(−c, 0) et F (c, 0), de directrices D′ : X = −a
2

c
et

D : X =
a2

c
et d’excentricié e = c

a
, avec c =

√
a2 − b2.

2. (a) Toute hyperbole H admet, dans un repère orthonormé convenable (O,
−→
i ,

−→
j ),

une équation de la forme X2

a2
− Y 2

b2
= 1.

Cette équation s’appelle l’équation réduite de l’hyperbole.

(b) Réciproquement, pour tout 0 < a et 0 < b, X
2

a2
− Y 2

b2
= 1 est l’équation réduite

de l’hyperbole de foyers F ′(−c, 0) et F (c, 0), de directrices D′ : X = −a
2

c
et

D : X =
a2

c
et d’excentricié e = c

a
, avec c =

√
a2 − b2.

6.3. Paramétrisation, tangente en un point

Proposition 6.5.

1. L’ellipse E d’équation réduite X2

a2
+
Y 2

b2
= 1 admet la paramétrisation suivante :

X = a cos t

t ∈ R
Y = b sin t

2. Une paramétrisation de la branche de l’hyperbole définie par X
2

a2
− Y 2

b2
= 1 et X ≥ 0

est


X = a cosh t

t ∈ R
Y = b sinh t

Proposition 6.6.

1. L’ellipse E d’équation réduite X2

a2
+
Y 2

b2
= 1 admet en tout point M(x0, y0) une

tangente T d’équation : X0X

a2
+
Y0Y

b2
= 1

2. L’hyperbole H d’équation réduite X2

a2
− Y 2

b2
= 1 admet en tout point M(x0, y0) une

tangente T d’équation X0X

a2
− Y0Y

b2
= 1

6.3. Construction de l’ellipse
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L’ellipse E d’équation réduite X2

a2
+
Y 2

b2
= 1 admet la paramétrisation suivante :

X = a cos t

t ∈ R
Y = b sin t

Pour tout t ∈ R on a X(t+2π) = X(t), Y (t+2π) = Y (t), X(−t) = X(t), Y (−t) = Y (t),
X(π − t) = −X(t) et Y (π − t) = Y (t). Il suffit donc de tracer la courbe sur [0, π/2] et
completer par symétrie par rapport à l’axe (OY ), puis par rapport à l’axe (OX).
L’ellipse coupe l’axe (OX) en A′(−a, 0) et A(a, 0), et coupe l’axe (OY ) en B′(−b, 0) et
B(b, 0).
A′, A,B et B′ s’appelle les sommets de E .
[A′A] s’appelle le grang axe de l’ellipse, et [B′B] son le petit axe

−→
i

−→
j

0
FF ′

D′ D

-a2

c
a2

c
-c c

FFFFA′ A

B′

B

-a a

-b

b

1

6.3. Construction d’une hyperbole

On va construire d’abord la branche de l’hyperbole définie par X
2

a2
− Y 2

b2
= 1 et X ≥ 0.

L’autre branche sera déduite par symétrie par rapport à l’axe OY. Considérons donc la

paramétrisation suivante :


X = a cos t

t ∈ R
Y = b sin t

X est paire et Y est impaire. Il suffit de faire l’étude sur [0,+∞[, puis completer par
symétrie par rapport à OX.
L’hyperbole coupe l’axe (OX) en A′(−a, 0) et A(a, 0), et admet deux assymptotes d’équa-
tions, Y = − b

a
et Y =

b

a
A′ et A s’appellent les sommets de l’hyperbole.
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−→
i

−→
j

0

H

FF ′

D′ D

-a2

c
a2

c
-a a-c c
A′ A

y
=

b
a
x

y
=
−

ba x

1

6.4. Les coniques en coordonnées polaires

Considérons la conique Γe de foyer F, de directrice D et d’excentricité e et munisssons
le plan d’un Repère orthonormé direct R = (F,

−→
i ,

−→
j ).

— Cas où −→
i =

−−→
FK

‖
−−→
FK‖

.

Soit M un point du plan de coordonnées polaires (r, θ).

−→
i

−→
j

D

K
k

H

F

M

r cos θ

y

r

θ

1

On a M ∈ Γ ⇐⇒ FM = e.d(M,D)

⇐⇒ |r| = e.MH

⇐⇒ |r| = e.(r cos θ − k)

⇐⇒ r = e.r cos θ − p ou r = −e.r cos θ + p

⇐⇒ r =
p

1 + e cos θ
ou r =

−p
1− e cos θ

Donc, Γe est la réunion de deux coubes :

— la courbe Γ d’équation polaire r = r1(θ) =
p

1 + e cos θ

— la courbe Γ′ d’équation polaire r = r1(θ) =
−p

1− e cos θ
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Mais sachant que pour tout θ ∈ R, r1(θ + π) = −r2(θ) et r2(θ + π) = −r1(θ), alors
Γ = Γ′. Autrement dit, Γe est la courbe Γ d’équation polaire r = p

1 + e cos θ
.

— Cas général. Soit −→
i ′ =

−−→
FK

‖
−−→
FK‖

et −→
j ′ le vecteur directement orthonormal à −→

i ′.

Posons (
−̂→
i ,

−→
i′ ) ≡ θ0 et R′ = (F,

−→
i ′,

−→
j ′). Alors pour tout point M du plan, si les

coordonnées polaires de M dans R sont (r, θ), alors ses coordonées dans R′ sont
(r, θ − θ0). Donc M ∈ Γe ⇐⇒ r =

p

1 + e cos(θ − θ0)

−→
j

−→
i

D

K
k

H

F

M
r

θ

θ0

1

— Conclusion. la conique Γe de foyer F, de directrice D et d’excentricité e admet
r =

p

1 + e cos(θ − θ0)
comme équation polaire, où θ0 ≡ (

−̂→
i ,

−−→
FK), et réciproquement.

6.5. Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole

Proposition 6.7.

1. L’ellipse E d’équation réduite X2

a2
+
Y 2

b2
= 1 est l’ensemble des points M tels que

MF ′ +MF = 2a

2. L’hyperbole H d’équation réduite X2

a2
− Y 2

b2
= 1 est l’ensemble des points M tels que

|MF ′ −MF | = 2a
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MF ′ +MF = 2a ⇐⇒
√
(x− c)2 + y2 +

√
(x+ c)2 + y2 = 2a

⇐⇒ x2 + y2 + c2 +
√

(x− c)2 + y2
√

(x+ c)2 + y2 = 2a2

⇐⇒
√

(x− c)2 + y2
√
(x+ c)2 + y2 = 2a2 − x2 − y2 − c2

=⇒ (x2 + c2 + y2 − 2xc)(x2 + c2 + y2 + 2xc) = (x2 + y2 + c2 − 2a2)2

=⇒ (x2 + c2 + y2)2 − 4x2c2 = (x2 + y2 + c2 − 2a2)2

=⇒ (x2 + c2 + y2)2 − (x2 + y2 + c2 − 2a2)2 = 4x2c2

=⇒ 2a2(2x2 + 2y2 + 2c2 − 2a2) = 4x2c2

=⇒ (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2)

=⇒ b2x2 + a2y2 = a2b2

=⇒ X2

a2
+
Y 2

b2
= 1
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