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Introduction

Ce recueil d’exercices avec solutions a pour objectif, mettre à la disposition des futurs

enseignants de mathématiques un support en vue de consolider leurs savoirs disciplinaire en

analyse mathématique. D’un point de vue professionnel, le présent support vise à développer

chez les enseignants stagiaires les compétences suivantes :

— Matriser les notions d’analyse enseignées au secondaire ;

— Exploiter les outils d’analyse dans la résolution de problèmes en tenant compte des orien-

tations pédagogiques ;

— Déterminer une stratégie de l’enseignement de l’analyse mathématique au secondaire qua-

lifiant en tenant compte des orientations pédagogiques.

Des situations qui mettent en jeu les notions de base acquises pendant le cursus post-baccalauréat

et qui sont en étroite connexion avec le programme scolaire du secondaire enseigné au lycée,

telles que les suites, la continuité, la dérivabilité, le calcul d’intégrales et les équations différen-

tielles, sont dispensées avec des esquisses de corrigés.

Dans un souci de donner au présent support une dimension à la fois épistémologique et di-

dactique, nous avons opté d’abord à une revue formelle pour certains concepts de topologie

générale, de fonctions à plusieurs variables et d’intégration, et ensuite évoquer certaines no-

tions transposées au programme du secondaire.

Je tiens à remercier le Pr Mohamed Chergui pour avoir lu, commenté et fait des remarques

sur ce document qui ont amélioré la rédaction. Je remercie également nos étudiants de la section

mathématiques pour les discussions et les commentaires fructueux.

2



Chapitre 1
Nombres réels et suites numériques

1.1 Exercices

Exercice 1 :

Montrer que
√

2 et ln 3
ln 2 n’appartiennent pas à Q.

Exercice 2 :

1) Montrer que Q est dense dans R.

2) Déduire que R \Q est dense dans R.

Exercice 3 :

Montrer que (∀x ∈ R) (∀y > 1) (∃n ∈ N) tel que yn > x.

Exercice 4 :

Trouver le minimum, le maximum s’ils existent, la borne inférieure et la borne supérieure des

ensembles suivants :

1. [0, 1] ∩Q,

2. ]0, 1[∩Q,

3. {(−1)n + 1
n2 }.

Exercice 5 :

Montrer que la borne supérieure de l’ensemble {x ∈ Q / x > 0, x2 < 2} est
√

2.

Exercice 6 :

En revenant aux définitions, montrer que

1) la suite de terme général un = (−1)n est divergente,
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2) la suite de terme général vn = 1 + (−1)n

n
converge vers 1,

3) la suite de terme général wn = n

n3 + 1 converge vers 0.

Exercice 7 :

Soit (un)n≥1 une suite numérique, et soit (vn)n≥1 la suite des moyennes de Cesàro, c’est-à-dire

la suite de terme général

vn = u1 + · · · + un

n

1) Montrer que si (un)n≥1 converge vers l, alors la suite (vn)n≥1 converge aussi vers l. On dit

dans ce cas que (un)n≥1 converge en moyenne de Cesàro vers l.

2) Montrer que la réciproque de cet énoncé est fausse.

Exercice 8 :

1) Démontrer que pour tout x ∈]0, 1[, on a

(∗) ln(1 + x) ≤ x ≤ − ln(1 − x).

2) On se donne p ∈ N∗. Déterminer la nature de la suite (un)n≥1 de terme général

un = 1
n

+ 1
n + 1 + · · · + 1

np
.

Exercice 9 :

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N les suites définies par

un = 1 + 1
1! + · · · + 1

n! et vn = un + 1
n! .

1) Montrer que ces suites convergent vers une même limite, notée e.

2) Montrer que e ̸∈ Q.

Exercice 10 :

Soient (un) et (vn) les suites données par

u0 > 0, v0 > 0,


un+1 = un + vn

2
vn+1 = √

unvn

Montrer que (un)n≥1 et (vn)n≥1 sont adjacentes.
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Exercice 11 :

Soit (un) la suite définie par 
u0 = 0

un+1 =
√

1+un

2

1) Montrer que pour tout n ∈ N, on a 0 ≤ un ≤ 1.

2) Étudier la monotonie de (un).

3) Montrer que (un) converge vers 1.

Exercice 12 :

Soit g la fonction définie sur I =]1, +∞[ par g(x) = x2 − 3x + 6
x − 1 .

Étudier la suite (un)n≥1 définie par la donnée de u0 = 5 et la relation de récurrence un+1 = g(un).

Exercice 13 :

Étudier la suite (un)n≥0 définie par la donnée de u0 ∈ [−4/3, +∞[ et la relation de récurrence

un+1 =
√

3un + 4 où n ≥ 0.

Exercice 14 :

Soit la suite définie par 
u0 = 0

un+1 =
(1 + 3

√
un

2
)3

1) Vérifier que 0 ≤ un < 1 pour tout n ∈ N et montrer que (un)n≥0 converge et donner sa

limite.

2) On pose vn = −1 + 3
√

un. Montrer que (vn) est une suite géométrique et déduire que un =(
1 −

(1
2

)n)3
.

Exercice 15 :

Donner le terme général dans les cas suivants :

1) (Fn)n≥0 la suite de Fibonacci donnée par F0 = 0, F1 = 1 et par la relation de récurrence

Fn+2 = Fn+1 + Fn.

2) (un)n≥0 la suite donnée par u0 = 5, u1 = 6 et par la relation de récurrence un+2 = 6un+1−9un.

3) (vn)n≥0 la suite donnée par v0 = 5, v1 = 1 et par la relation de récurrence vn+2 = −9vn.

Exercice 16 :

Soit la suite définie par le terme genérale un =
n∑

k=0

(−1)k

k! .

1) Montrer que (un) est une suite de Cauchy.
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2) Supposons que (un) converge vers l = a

b
∈ Q.

i Vérifier que (u2n) est décroissante et (u2n+1) est croissante et déduire que

(∗) 0 ≤ u2n+1 ≤ a

b
≤ u2n.

ii En multipliant l’inégalité (∗) par (2n)!b, vérfier que

− b

2n + 1 ≤ a(2n)! − b
2n∑

k=0
(−1)k (2n)!

k! ≤ 0.

iii Déduire que si n >
b − 1

2 alors u2n = a

b
.

3) Conclure.

Exercice 17 : (Construction de R)

Soit A l’ensemble des suites de Cauchy de Q et J l’ensemble des suites de Q qui convergent

vers 0.

1. Vérifier que (A, +, ×) est un anneau commutatif unitaire.

2. Montrer que J est un idéal maximal.

3. Déduire que A/J est un corps (le corps des nobmres réels noté R).

1.2 Solutions

Exercice 1 :

1. Supposons que
√

2 ∈ Q, donc il existe (p, q) ∈ Z × N∗ avec p ∧ q = 1 tel que
√

2 = p
q
.

Donc 2 = p2

q2 , d’où p2 est pair et par suite p est aussi pair ce qui implique que p = 2k

et donc 2q2 = 4k2. On déduit que q aussi est pair ce qui est absurde car p ∧ q = 1. On

conclut que
√

2 ̸∈ Q.

2. Supposons que ln 3
ln 2 ∈ Q, donc il existe (p, q) ∈ Z × N∗ tel que ln 3

ln 2 = p

q
. D’où 3q = 2p,

ceci n’est pas possible car 3 et 2 sont premiers entre eux.

Exercice 2 :

1. Soient x et y dans R tels que x < y. Montrons qu’il existe r ∈ Q tel que x < r < y. Soit

m = E( 1
y−x

) et n = E(x(m+1)). On pose r = n + 1
m + 1 . On a alors n ≤ x(m+1) < n+1, d’où
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n

m + 1 ≤ x <
n + 1
m + 1 = r. D’autre part comme m ≤ 1

y − x
< m + 1, alors y − x >

1
m + 1

et par suite y >
1

m + 1 + x ≥ 1
m + 1 + n

m + 1 = n + 1
m + 1 = r. On conclut que x < r < y.

2. Soient x et y dans R tels que x < y, donc
√

2x <
√

2y. D’après 1 il existe r ∈ Q tel que
√

2x < r <
√

2y. On pose z = r√
2

, on a alors z ∈ R \Q et x < z < y.

Exercice 3 : Supposons que ceci n’est pas vrai, donc (∃x ∈ R) (∃y > 1) (∀n ∈ N) tel que

yn ≤ x. D’où (∀n ∈ N) n ≤ ln x
ln y

ce qui est absurde.

Exercice 4 :

1. Soit A = [0, 1] ∩Q. On a min A = inf A = 0 et max A = sup A = 1.

2. Soit B =]0, 1[∩Q. On a inf B = 0 et sup B = 1.

3. Soit C = {(−1)n + 1
n2 n ∈ N∗}. On a −1 est un minorant et max C = sup C = 1+ 1

4 = 5
4 .

Soit α = inf C. Supposons que α > −1, d’après la propréé d’Archimède il existe k ∈ N

tel que n = 2k + 1 >
1

α + 1 . D’où

α > −1 + 1
2k + 1 = (−1)2k+1 + 1

2k + 1 = (−1)n + 1
n

.

Ce qui est absurde, on déduit que inf C = −1.

Exercice 5 : Soit α = sup{x ∈ Q / x > 0, x2 < 2}.

1. Si α <
√

2, il existe r ∈ Q tel que α < r <
√

2. D’où r2 < 2 et par suite r ∈ {x ∈ Q / x >

0, x2 < 2}, ce qui est absurde car α est le sup.

2. Si α >
√

2, il existe r ∈ Q tel que α > r >
√

2. D’où r est un majorant rationnel de

{x ∈ Q / x > 0, x2 < 2}, ce qu’est absurde.

On déduit que
√

2 = sup{x ∈ Q / x > 0, x2 < 2} c-à-d que cet ensemble n’admet pas de borne

supérieure dans Q.

Exercice 6 :

1. Soit l ∈ R et ε = 1
2 . On a (∀n ∈ N) (∃p ≥ n) tel que

|up − l| >
1
2 .

Il suffit de prendre p = 2n ou p = 2n + 1, donc |up − l| = |1 − l| ou |up − l| = |−1 − l|.
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On a alors |1 − l| > 1
2 ou |−1 − l| > 1

2 , sinon

2 = |1 + 1 − l + l| ≤ |1 − l| + |−1 − l| ≤ 1
2 + 1

2 = 1,

ce qu’est absurde.

2. Soit ε > 0. D’après la propriété d’Archimède il existe N ∈ N tel que 1
ε

< N , donc ∀n ≥ N

on a

|vn − 1| =
∣∣∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣∣∣ = 1
n

< ε.

3. Soit ε > 0. D’après Archimède il existe N ∈ N tel que 1
ε

< N , donc ∀n ≥ N on a

|wn − 0| =
∣∣∣∣ n

n3 + 1

∣∣∣∣ = 1
n2 + 1

n

≤ 1
n2 ≤ 1

n
< ε.

Exercice 7 :

1. Soit ε > 0. Comme (un)n≥1 converge vers l alors il existe N ∈ N tel que ∀n ≥ N on a

|un − l| <
ε

2 . Par conséquent,

|vn − l| =
∣∣∣∣u1 + · · · + un

n
− l

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣u1 + · · · + un − nl

n

∣∣∣∣∣
≤ ΣN

1 |uk − l|
n

+ Σn
N+1|uk − l|

n

≤ C

n
+ ε

2 .

Avec C est une constante telle que ΣN
1 |uk − l| < C. Il existe N1 ∈ N tel que ∀n ≥ N1

C

n
<

ε

2 . On déduit que pour n ≥ max{N, N1} on a |vn − l| < ε, d’où (vn)n≥1 converge

aussi vers l.

2. Soit (un)n≥1 la suite numérique définie par un = (−1)n. La suite (vn)n≥1 définie par

vn = 1
n

∑n
1 un converge vers 0 car ∑n

1 un est soit 0 si n est pair soit −1 si n est impair.

Donc (un)n≥1 converge en moyenne de Cesàro vers 0 mais (un)n≥1 diverge.

Exercice 8 :

1. Pour t ∈]0, 1[ on a 1
1+t

≤ 1 ≤ 1
1−t

. On déduit que pour tout x ∈]0, 1[ :

ln(1 + x) =
∫ x

0

dt

1 + t
≤ x =

∫ x

0
dt ≤ − ln(1 − x) =

∫ x

0

dt

1 − t
.
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2. Si on applique 1 pour x = 1
k

on trouve

ln(1 + 1
k

) ≤ 1
k

≤ − ln(1 − 1
k

)

par suite

ln(k + 1) − ln(k) ≤ 1
k

≤ − ln(k − 1) + ln(k).

On déduit que

ln(pn + 1) − ln(n) ≤ un =
pn∑

k=n

1
k

≤ − ln(n − 1) + ln(pn).

Comme limn→∞
[

ln(pn + 1) − ln(n)
]

= lim
n→∞

ln(p + 1
n

) = ln p et limn→∞
[

− ln(n − 1) +

ln(pn)
]

= lim
n→∞

ln(p + p

n − 1) = ln p, alors (un)n≥1 converge et limn→∞ un = ln p.

Exercice 9 :

1. Montrons que (un)n et (vn)n sont adjacentes. Il est claire que (un)n est croissante. D’autre

part :
vn+1 − vn = 1 + 1

1! + · · · + 1
n + 1! + 1

n + 1! − 1 − 1
1! − · · · − 1

n! − 1
n!

= 2
n + 1! − 1

n!
= 1 − n

n + 1! .

Donc (vn)n≥1 est décroissante. On a aussi lim
n→+∞

vn − un = lim
n→+∞

1
n! = 0. On déduit que

(un)n≥1 et (vn)n≥1 sont adjacentes donc elle converge vers la même limite e.

2. On a un < e < vn. Supposons que e ∈ Q, donc ∃(p, q) ∈ N×N∗ tel que e = p
q
. On a alors

n!un < n!e < n!vn, d’où :

a = n! + · · · + n!
k! + · · · + 1 < n!p

q
< a + 1 = n! + · · · + n!

k! + · · · + 1 + 1.

Si on prend n > q, alors b = n!p
q

∈ N et a < b < a + 1 ce qu’est absurde. On conclut que

e ̸∈ Q.

Exercice 10 : Par récurrence on montre facilement que un > 0 et vn > 0 pour tout n ∈ N.
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D’autre part
un+1 − vn+1 = un + vn

2 −
√

unvn

= un + vn + 2√
unvn

2
= (√un + √

vn)2

2
≥ 0.

On déduit que un ≥ vn pour tout n ≥ 1. Donc un+1 = un + vn

2 ≤ un et vn+1 = √
unvn ≥ vn.

On déduit que (un)n≥1 est décroissante minorée par v1 et (vn)n≥1 est croissante majorée par u1,

par suite (un)n≥1 et (vn)n≥1 convergent respéctivement vers l et l′. Par passage à la limite on

trouve 
l = l + l′

2
l =

√
ll′

D’où l = l′ et par suite (un≥1) et (vn≥1) sont adjacentes.

Exercice 11 :

1. On a 0 ≤ u0 ≤ 1. Supposons que pour n donné on a 0 ≤ un ≤ 1, donc

0 ≤ un+1 et un+1 − 1 =
1+un

2 − 1√
1+un

2 − 1
= un − 1

2(
√

1+un

2 )
≤ 0.

On déduit que pour tout n ∈ N, on a 0 ≤ un ≤ 1.

2. On a
un+1 − un =

√
1+un

2 − un

=
1+un

2 −u2
n√

1+un
2 +un

= 1+un−u2
n

2(
√

1+un
2 +un)

= 2(1−un)(un+ 1
2 )

2(
√

1+un
2 +un)

≥ 0.

On déduit que (un) est croissante.

3. La suite (un) est croissante majorée par 1, donc elle converge vers l ≤ 1. On a un+1 =√
1+un

2 , par passage à la limite on trouve l =
√

1+l
2 , d’où l = 1.

Exercice 12 :

La fonction g est continue sur I. D’autre part on a g′(x) = x2−2x−3
(x−1)2 = (x+1)(x−3)

(x−1)2 , donc g

est croissante continue sur J = [3, +∞[. De plus g(3) = 3, d’où g(J) ⊂ J . D’autre part

u1 = g(u0) = g(5) = 4, donc (un) est décroissante. Montrons par récurence que pour tout
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n ∈ N, on a un ≥ 3. On a u0 = 5 ≥ 3. Supposons que pour n donné on a un ≥ 3, donc

un+1 = g(un) ≥ g(3) = 3. On déduit que pour tout n ∈ N, on a un ≥ 3. La suite (un) est alors

décroissante minorée donc elle converge vers un point fixe de g, or g(x) = x implique x = 3

donc limn→∞ un = 3.

Exercice 13 :

— Soit f(x) =
√

3x + 4. On a f est définie et continue sur I = [−4/3, +∞[ et f ′(x) = 3
2
√

3x+4 ,

donc f est croissante sur I et f(I) = [0, +∞[⊂ I. Aussi l’équation f(x) = x admet −1 et

4 comme solutions.

— Si u0 < 4, on montre facilement par récurrence que un < 4 pour tout n. On a aussi

(∗) u1 − u0 =
√

3u0 + 4 − u0 = 3u0 + 4 − u2
0√

3u0 + 4 + u0
= −(u0 + 1)(u0 − 4)√

3u0 + 4 + u0
.

Si u0 ≤ 0 alors u1 =
√

3u0 + 4 ≥ u0 et si 0 ≤ u0 < 4 alors (∗) implique aussi u1 ≥ u0.

Donc (un) est une suite croissante majorée par 4, elle converge alors vers un point fixe de

f qui est ici 4.

— Si u0 > 4, on montre facilement par récurrence que un > 4 pour tout n et par suite d’après

(∗) on a u0 ≥ u1. Donc (un) est une suite décroissante minorée par 4, elle converge alors

vers un point fixe de f qui est 4.

— Si u0 = 4 alors (un)n≥0 est une suite stastionnaire.

Exercice 14 :

1. On a 0 ≤ u0 < 1. Supposons que pour n donné on a 0 ≤ un < 1, donc 0 ≤
(1 + 3

√
un

2
)3

< 1

par suite 0 ≤ un < 1 pour tout n ∈ N. D’autre part

un+1 =
(1 + 3

√
un

2
)3

≥
( 3

√
un + 3

√
un

2
)3

= ( 3
√

un

)3
= un.

Donc (un)n≥0 est croissante majorée par 1 d’où elle converge vers l. Comme un+1 =(1 + 3
√

un

2
)3

, par passage à la limite on a l =
(1 + 3

√
l

2
)3

donc 3
√

l = 1 + 3
√

l

2 d’où 3
√

l = 1

et par suite l = 1.
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2. On a
vn+1 = −1 + 3

√
un+1

= −1 + 1 + 3
√

un

2
= −1 + 3

√
un

2
= 1

2vn.

Donc (vn) est une suite géométrique de raison 1
2 . On a alors vn = (1

2)nv0 = −(1
2)n. On

déduit que un =
(
1 −

(1
2

)n)3
.

Remarque : On retrouve limn→∞ un = 1.

Exercice 15 :

1. L’équation caractéristique associée à Fn+2 = Fn+1 + Fn est r2 − r − 1 = 0. Elle admet

comme solutions r1 = 1 +
√

5
2 et r2 = 1 −

√
5

2 . Donc

Fn = Arn
1 + Brn

2 = A(1 +
√

5
2 )n + B(1 −

√
5

2 )n.

D’autre part 
F0 = 0 = A + B

Fl = 1 = A(1+
√

5
2 ) + B(1−

√
5

2 )

On déduit alors que A =
√

5
5 et B = −

√
5

5 et par suite

Fn =
√

5
5 (1 +

√
5

2 )n −
√

5
5 (1 −

√
5

2 )n.

2. L’équation caractéristique associée à un+2 = 6un+1 − 9un est r2 − 6r + 9 = 0. On a ∆ = 0,

donc la solution est r = 3. D’où

un = (A + Bn)rn = (A + Bn)3n.

D’autre part 
u0 = 5 = A

ul = 6 = (A + B)3

On déduit alors que A = 5 et B = −2 et par suite un = (5 − 2n)3n.

3. L’équation caractéristique associée à vn+2 = −9vn est r2 + 9 = 0. On a ∆ < 0. Les
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solutions sont r1 = 3i = 3ei π
2 et r2 = −3i = 3e−i π

2 . D’où

vn = 3n(A cos(nπ

2 ) + B sin(nπ

2 )).

D’autre part 
v0 = 5 = A

vl = 1 = 3B

On déduit alors que A = 5 et B = 1
3 et par suite vn = 3n(5 cos(nπ

2 ) + 1
3 sin(nπ

2 )).

Exercice 16 :

1. Soit ε > 0 et N > 2 tel que 1
N

< ε. Pour tout m > n ≥ N on a

|um − un| =
m∑

k=n+1

1
k!

= 1
(n + 1)!(1 + 1

(n + 2) + 1
(n + 2)(n + 3) + · · · + 1

(n + 2)(n + 3) . . . m
)

≤ 1
(n + 1)!(1 + 1

2 + 1
22 + · · · + 1

2m−n−1 )

= 1
(n + 1)!

1 − 1
2m−n

1 − 1
2

≤ 2
(n + 1)!

≤ 1
n

≤ 1
N

≤ ε.

On déduit que (un) est une suite de Cauchy.

2. Supposons que (un) converge vers l = a

b
∈ Q.

i On a
u2n+2 − u2n =

2n+2∑
k=0

(−1)k

k! −
2n∑

k=0

(−1)k

k!

= 1
(2n + 2)! − 1

(2n + 1)!
= 1

(2n + 1)!(
1

2n + 2 − 1)

< 0.
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Donc (u2n) est strictement décroissante. On a aussi

u2n+3 − u2n+1 =
2n+3∑
k=0

(−1)k

k! −
2n+1∑
k=0

(−1)k

k!

= − 1
(2n + 3)! + 1

(2n + 2)!
= 1

(2n + 2)!(−
1

2n + 3 + 1)

> 0.

D’où (u2n+1) est strictement croissante. D’autre part comme (un) converge vers l =
a

b
∈ Q, alors (u2n) ↘ l et (u2n+1) ↗ l. Donc

(∗) 0 ≤ u2n+1 ≤ a

b
≤ u2n.

ii En multipliant l’inégalité (∗) par (2n)!b, on trouve

0 ≤ (2n)!bu2n+1 ≤ (2n)!a ≤ (2n)!bu2n.

D’où

(2n)!bu2n+1 − (2n)!bu2n ≤ (2n)!a − (2n)!bu2n ≤ 0.

On déduit que

− b

2n + 1 ≤ a(2n)! − b
2n∑

k=0
(−1)k (2n)!

k! ≤ 0.

iii Si n >
b − 1

2 alors −1 < − b
2n+1 . D’autre part a(2n)! − b

∑2n
k=0(−1)k (2n)!

k! ∈ Z. On

déduit que a(2n)! − b
∑2n

k=0(−1)k (2n)!
k! = 0 et par suite u2n = a

b
.

3. Comme (u2n) est strictement décroissante alors u2n = a

b
est impossible, d’où l ̸∈ Q. On

déduit que (u2n) est une suite de Cauchy de Q qui converge mais pas dans Q. On dit que

Q n’est pas complet.

Exercice 17 :

1. Il est facile de voir que (A, +) est un groupe commutatif, la loi × est distributive par

rapport à + et (1n)n est l’élément unité pour × où 1n = 1 pour tout n.

2. Il est clair que (J, +) est un groupe commutatif. Soit a = (un) une suite de Cauchy et

b = (vn) une suite de Cauchy qui convergent vers 0. On a alors a × b = (un × vn). Comme

(un) une suite de Cauchy, elle est alors bornée. On déduit que (un × vn) converge vers 0
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et par suite a × b ∈ J.

Soit I un idéal tel que J ⊊ I ⊆ A. Il existe alors une suite (un) ∈ I \ J et r > 0 dans

Q tels que |un| > r pour tout n. On pose vn = 1
un

. La suite (vn) est de Cauchy. En effet

soit ε ∈ Q. Comme (un) est de Cauchy il existe N tel que pour tous m, n ≥ N on a

|um − un| < r2ε. On déduit que

|vm − vn| =
∣∣∣∣ 1
um

− 1
un

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣un − um

unum

∣∣∣∣ ≤ |un − um|
r2 < ε.

D’autre part comme I est un idéal alors (un) × (vn) = 1 ∈ I, d’où I = A. On déduit que

J est un idéal maximal.

3. Comme J est un idéal maximal alors A/J est un corps (c’est le corps des nombres réels

noté R).

George Cantor (1845-1918), mathématicien

allemand fondateur de la théorie des en-

sembles. Né à Saint-Pétersbourg (Russie),

Cantor fait ses études à Zurich et à Ber-

lin, où il était l’élève du mathématicien alle-

mand Weierstrass. Sous l’influence de celui-

ci, il tente de définir rigoureusement les

nombres réels, s’intéressant particulièrement

aux nombres irrationnels. Il démontre en 1872

que chacun de ces derniers est la limite d’une

suite convergente de nombres rationnels. Il

établit ensuite que l’ensemble des réels n’est

pas dénombrable.

Figure 1.1 – George Cantor



Chapitre 2
Fonctions continues

2.1 Exercices

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie par :

f(x) =


0 si x ∈ Q

1 si x ∈ R \Q

Montrer que limx→a f(x) n’existe pas pour tout a ∈ R.

Exercice 2 :

Soit la fonction f définie sur R par

f(x) =
∣∣∣∣x − 2E

(x + 1
2

)∣∣∣∣.
1. Etudier la continuité de f .

2. Représenter graphiquement f sur l’intervalle [−2, 2].

3. Montrer que la fonction f est paire et périodique de période 2.

.

Exercice 3 :

Soit f : R −→ R la fonction définie par : f(x) =
(
x − E(x)

)(
1 − x + E(x)

)
.

1. Montrer que f est périodique de période égale à 1.

2. Montrer que f est continue sur R.

16
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3. Dessiner le graphe de f .

Exercice 4 :

1) Prouver que l’équation (1 − x) cos x = sin x admet au moins une solution dans ]0, 1[.

2) P étant un polynôme non nul, l’équation |P (x)| = ex admet au moins une solution dans R.

Exercice 5 :

Soit f la fonction définie sur R \ {π

2 + kπ / k ∈ Z} par f(x) = tan(x) − x.

1- Vérifier que f est strictement croissante sur chaque intervalle

]kπ − π

2 , kπ + π

2 [.

2 - Montrer que pour tout entier n ∈ N, l’équation tan x = x possède une solution unique notée

un dans l’intervalle ]nπ − π

2 , nπ + π

2 [.

3 - On pose vn = un − nπ.

i. Calculer f(vn).

ii. Déduire que la suite (vn)n≥0 est strictement croissante.

iii. Montrer que la suite (vn)n≥0 converge vers π

2 .

Exercice 6 :

Soit fn la fonction définie sur R par fn(x) = x − cos(x

n
) avec n ≥ 2.

1- Montrer qu’il existe un unique xn ∈]0, 1[ telle que fn(xn) = 0.

2- Montrer que pour tout x ∈]0, 1[ on a cos(x

n
) < cos( x

n + 1).

3- En déduire que (xn)n≥2 est strictement croissante et qu’elle converge.

4- Montrer que lim
n→+∞

xn = 1.

Exercice 7 :

Soit fn la fonction définie sur [0, 1] par fn(x) = 1 − x − ln(1 + xn).

1. Montrer qu’il existe un unique xn ∈ [0, 1] telle que fn(xn) = 0.

2. Montrer que pour tout n ≥ 1, fn+1(xn) > 0.

3. En déduire que (xn)n∈N∗ est monotone et qu’elle converge vers une limite l.

4. Montrer que l = 1.

Exercice 8 :

Soit f continue sur [a, b] à valeurs dans [a, b]. Montrer que f a un point fixe.
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Exercice 9 :

Soit f : [a, b] −→ R croissante et D = {x ∈ [a, b] / f n’a pas de limite en x}.

1. Montrer que pout tout x0 ∈]a, b[ les limites limx→x+
0

f(x) et limx→x−
0

f(x) existent et

déduire que limx→x−
0

f(x) ≤ f(x0) ≤ limx→x+
0

f(x).

2. Soit x0 ∈]a, b[. Vérifier que x0 ∈ D si et seleument si limx→x−
0

f(x) < limx→x+
0

f(x).

3. Soient ε > 0 et Dε = {x ∈ D∩]a, b[ / limx→x+
0

f(x) − limx→x−
0

f(x) > ε}.

i . Soient x1 < x2 < · · · < xn dans Dε. Montrer que nε < f(b) − f(a).

ii . Déduire que Dε est fini.

4. Conclure que l’ensemble D est dénombrable.

2.2 Solutions

Exercice 1 : Soit a ∈ R. Puisque Q et R \Q sont denses dans R, alors il existent (xn)n ⊂ Q

et (yn)n ⊂ R \Q telles que (xn)n et (yn)n convergent vers a. On a alors

lim
xn→a

f(xn) = 0 ̸= 1 = lim
yn→a

f(yn)

D’où limx→a f(x) n’existe pas.

Exercice 2 :

1. Soit m = E
(

x+1
2

)
, donc m ≤ x + 1

2 < m + 1 et par suite 2m − 1 ≤ x < 2m + 1. Sur

l’intervalle [2m − 1, 2m + 1[ la fonction f est f(x) = |x − 2m| donc f est continue sur⋃
m∈Z]2m−1, 2m+1[= R\{2m+1 /m ∈ Z}. Étudions la continuité aux points 2m+1. On a

lim
x→(2m+1)−

f(x) = lim
x→(2m+1)−

|x − 2m| = 1 et lim
x→(2m+1)+

f(x) = lim
x→(2m+1)+

|x − 2(m + 1)| =

|2m + 1 − 2(m + 1)| = |−1| = 1. On déduit que f est continue aux points 2m + 1 et par

suite f est continue sur R.

2. Le graphe de f sur [−2, 2] est
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axe x

axe y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−1

0

1

Figure 2.1 – Graphe de la fonction f(x) =
∣∣∣x − 2E

(
x+1

2

)∣∣∣
3. — On a Df = R, donc ∀x ∈ Df on a −x ∈ Df . Remarquons d’abord que si a ̸∈ Z alors

E(−a) = −E(a) − 1. Donc si x+1
2 ̸∈ Z alors on a

f(−x) =
∣∣∣−x − 2E

(
−x+1

2

)∣∣∣
=

∣∣∣−x − 2E
(
1 − x+1

2

)∣∣∣
=

∣∣∣−x − 2
(
1 + E

(
− x+1

2

))∣∣∣
=

∣∣∣−x − 2
(
1 − E

(
x+1

2

)
− 1

)∣∣∣
=

∣∣∣−x + 2E
(

x+1
2

)∣∣∣
=

∣∣∣x − 2E
(

x+1
2

)∣∣∣
= f(x).

Si x+1
2 = m ∈ Z, alors x = 2m−1 et f(x) = |2m − 1 − 2m| = 1. D’autr part puisque

E(−m) = −E(m), on a

f(−x) =
∣∣∣−2m + 1 − 2E

(
−x+1

2

)∣∣∣
=

∣∣∣−2m + 1 − 2E
(
1 − x+1

2

)∣∣∣
=

∣∣∣−2m + 1 − 2
(
1 + E

(
− x+1

2

))∣∣∣
=

∣∣∣−2m + 1 − 2
(
1 − E

(
x+1

2

))∣∣∣
= |−2m + 1 − 2(1 − m)| = 1.

On déduit que ∀x ∈ Df on a f(−x) = f(x), donc f est paire.
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— On a Df = R, donc ∀x ∈ Df on a x + 2 ∈ Df . De plus

f(x + 2) =
∣∣∣x + 2 − 2E

(
x+2+1

2

)∣∣∣
=

∣∣∣x + 2 − 2E
(

x+1
2 + 1

)∣∣∣
=

∣∣∣x + 2 − 2E
(

x+1
2

)
− 2

∣∣∣
=

∣∣∣x − 2E
(

x+1
2

)∣∣∣
= f(x).

Exercice 3 :

1. On a Df = R, donc ∀x ∈ Df on a x + 1 ∈ Df . De plus

f(x + 1) =
(
x + 1 − E(x + 1)

)(
1 − x − 1 + E(x + 1)

)
=

(
x + 1 − E(x) − 1

)(
− x + E(x) + 1

)
=

(
x − E(x)

)(
1 − x + E(x)

)
= f(x).

2. Pour m ∈ Z on a E(x) = m sur l’intervalle [m, m + 1[ donc f(x) =
(
x − m

)(
1 − x + m

)
,

d’où f est continue sur ]m, m + 1[. On déduit que f est continue sur R \ Z. Étudions la

continuité aux points m. On a lim
x→m+

f(x) = lim
x→m−

(
x−m

)(
1−x+m

)
= 0 et lim

x→m−
f(x) =

lim
x→m−

(
x − m + 1)

)(
− x + m

)
= 0.

3. La fonction f est périodique de période 1 et sur l’intervalle [0, 1[ on a E(x) = 0, d’où

f(x) = x(1 − x) = −x2 + x. On déduit alors le graphe de f sur R :

axe x

axe y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−1

0

1

Figure 2.2 – Graphe de la fonction f(x) =
(
x − E(x)

)(
1 − x + E(x)

)

Exercice 4 :
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1. On pose f(x) = (1 − x) cos x − sin x. La fonction f est continue sur [0, 1], de plus f(0) =

1 > 0 et f(1) = − sin(1) < 0 car 1 ∈ [0, π
2 ]. Donc d’aprés TVI il existe au moins un

c ∈]0, 1[ tel que f(c) = 0, ce qui est équivalent à (1 − x) cos x = sin x admet au moins une

solution dans ]0, 1[.

2. On pose g(x) = |P (x)| − ex. La fonction g est continue sur R, de plus lim−∞ g(x) = +∞

et lim+∞ g(x) = ex(|P (x)|e−x − 1) = −∞. Donc d’aprés TVI il existe au moins un c tel

que g(c) = 0, ce qui est équivalent à (1 − x) cos x = sin x admet au moins une solution

dans R.

axe x

axe y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−1

0

1

Figure 2.3 – Graphe de la fonction f(x) = (1 − x) cos x − sin x et g(x) = |x2 + 2x + 3| − ex

Exercice 5 :

1. Sur l’intervalle ]kπ − π

2 , kπ + π

2 [ on a f ′(x) = 1 + tan2(x) − 1 = tan2(x) ≥ 0 avec inégalité

stricte si x ̸= kπ. Donc f est strictement croissante sur chaque intervalle

]kπ − π

2 , kπ + π

2 [.

2. Comme f est continue sur chaque intervalle ]nπ − π

2 , nπ + π

2 [, lim
x→(nπ− π

2 )−
f(x) = −∞ et

lim
x→(nπ− π

2 )+
f(x) = +∞ et f est strictement croissante, alors il existe un unique un dans

l’intervalle ]nπ − π

2 , nπ + π

2 [ tel que f(un) = 0. D’où un est l’unique solution de l’équation

tan x = x dans ]nπ − π

2 , nπ + π

2 [.

3. i. On a f(vn) = f(un − nπ) = tan(un − nπ) − (un − nπ) = tan(un) − un + nπ = nπ

car tan(un) = un.
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ii. On a f(vn) = nπ < (n + 1)π = f(vn+1). Or f est strictement croissante continue sur

] − π

2 ,
π

2 [ donc bijective et f−1 est aussi strictement croissante, d’ù vn < vn+1. On

déduit que (vn)n≥0 est strictement croissante sur ] − π

2 ,
π

2 [.

iii. On a (vn)n≥0 ⊂] − π

2 ,
π

2 [, (vn)n≥0 est majorée croissante, elle converge alors vers

l ∈ [−π

2 ,
π

2 ]. Si l <
π

2 alors f(l) < +∞. Or vn ≤ l, donc f(vn) = nπ ≤ f(l) pour

tout n ∈ N et par suite f(l) = +∞ absurde. On déduit que l = π

2 .

axe x

axe y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

Figure 2.4 – Graphe de la fonction f(x) = tan(x) − x.

Exercice 6 :

1. On a fn est continue sur R et fn(0) × fn(1) = (−1) × (1 − cos(1)) < 0. Donc d’après le

TVI il existe xn ∈]0, 1[ telle que fn(xn) = 0. De plus f ′
n(x) = 1 + 1

n
sin(x

n
) > 0, donc f est
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strictement croissante et par suite xn est unique.

2. On a x
n

> x
n+1 et puisque cos(x) est strictement décroissante sur ]0, π

2 [, alors cos(x

n
) <

cos( x

n + 1).

3. On a fn(x) = x − cos(x

n
) > x − cos( x

n + 1) = fn+1(x). Donc

fn(xn+1) > fn+1(xn+1) = 0 = fn(xn).

Or fn est strictement croissante continue sur ]0, 1[, donc bijective et f−1
n est aussi stricte-

ment croissante. D’où

xn+1 = f−1
n ◦ fn(xn+1) > f−1

n ◦ fn(xn) = xn.

On déduit que (xn)n≥2 est strictement croissante et puisqu’elle mojorée par 1, elle converge.

4. On a 0 < xn < 1, donc lim
n→+∞

xn

n
= 0 et par suite lim

n→+∞
cos(xn

n
) = 1. Or xn = cos(xn

n
),

donc lim
n→+∞

xn = 1.

Exercice 7 :

1. On a fn est continue sur [0, 1] et fn(0) × fn(1) = (1) × (− ln(2)) < 0. Donc d’après le

TVI il existe xn ∈]0, 1[ telle que fn(xn) = 0. De plus f ′
n(x) = −1 − nxn−1

1+xn < 0, donc f est

strictement décroissante et par suite xn est unique.

2. On a fn(xn) = 0, donc 1 − xn = ln(1 + xn
n). Par suite

fn+1(xn) = 1 − xn − ln(1 + xn+1
n ) = ln(1 + xn

n) − ln(1 + xn+1
n ) = ln( 1 + xn

n

1 + xn+1
n

) > 0,

car 1 + xn
n

1 + xn+1
n

.

3. On a fn+1(xn) > 0 = fn+1(xn+1). D’autre part fn+1 est strictement décroissante continue

sur ]0, 1[, donc bijective et f−1
n est aussi strictement décroissante. D’où

xn = f−1
n+1 ◦ fn+1(xn) < f−1

n+1 ◦ fn+1(xn+1) = xn+1.

On déduit que (xn)n≥2 est strictement croissante et puisqu’elle mojorée par 1, elle converge

vers l.

4. Supposons que l < 1 donc lim
n→+∞

ln = 0. On a 0 ≤ 1 − xn = ln(1 + xn
n) ≤ ln(1 + ln). Par
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passage à la limite on trouve que l = 1 alors que l < 1, ce qui est absurde. On déduit que

l = 1.

axe x

axe y

−1 0 1

−1

0

1

Figure 2.5 – Graphes des fonctions fn(x) = 1 − x − ln(1 + xn) pour n = 2, 3, 4, 5, 10, 20, 100

et 1000.

Exercice 8 :

Si f(a) = a ou f(b) = b c’est fini. Sinon f(a) > a et f(b) < b, dans ce cas soit g(x) = f(x) − x.

La fonction g est continue sur [a, b], g(a) < 0 et g(b) > 0. Donc d’après le TVI il existe c ∈]a, b[

tel que g(c) = 0. Le point c est alors un point fixe de f .

Exercice 9 :

1. Soit x0 ∈]a, b[ et Γ(x0) = {f(x) ; x ∈ [a, x0[}. Comme f est croissante, l’ensemble Γ(x0)

est majoré par f(x0) donc l = sup Γ(x0) existe. Montrons que l = limx→x−
0

f(x). Soit

ε > 0, donc il existe y0 ∈ [a, x0[ tel que l − ε < f(y0) ≤ l. On pose δ = x0 − y0. On a alors

pour tout x ∈]x0 − δ, x0[ :

l − ε < f(y0) = f(x0 − δ) ≤ f(x) ≤ l

On déduit que |f(x) − l| < ε et par suite l = limx→x−
0

f(x). Donc limx→x−
0

f(x) existe et

limx→x−
0

f(x) ≤ f(x0). De même on montre que limx→x+
0

f(x) existe et limx→x−
0

f(x) ≥

f(x0).

2. Soit x0 ∈ D. Puisque limx→x−
0

f(x) ≤ f(x0) ≤ limx→x+
0

f(x), si limx→x−
0

f(x) = limx→x+
0

f(x)

alors f a une limite en x0 et donc x0 ̸∈ D ce qui est absurde, donc limx→x−
0

f(x) <

limx→x+
0

f(x). Réciproquement si limx→x−
0

f(x) < limx→x+
0

f(x) alors f n’a pas de limite

en x0 et donc x0 ∈ D.
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3. (a) Comme f est croissante et xk < xk+1, alors on a limx→x−
k+1

f(x) ≥ limx→x+
k

f(x) et

par suite − limx→x−
k+1

f(x) + limx→x+
k

f(x) ≤ 0. On déduit que

nε <
(

limx→x+
n

f(x) − limx→x−
n

f(x)
)

+ · · · +
(

limx→x+
1

f(x) − limx→x−
1

f(x)
)

= limx→x+
n

f(x) +
(

− limx→x−
n

f(x) + limx→x+
n−1

f(x)
)

+ · · · − limx→x−
1

f(x)

≤ f(b) − f(a).

(b) Comme n < f(b)−f(a)
ε

, alors le nombre des élement de Dε ne peux pas être infini.

4. Il est facile de vérifier que D = ⋃
k∈N∗ D 1

k
et par suite D est dénombrable.

Newton et Leibniz fondateurs du calcul infinitési-

mal moderne, qui, dans les années 1660 et 1670,

démontrent notamment le théorème fondamental

stipulant qu’intégration et dérivation sont des opé-

rations inverses. Le développement des techniques

de calcul par Newton, inspirées par ses travaux en

physique, précède en fait les résultats de Leibniz,

mais Newton tarde à publier ses conclusions. Fi-

nalement, ce sont les notations de Leibniz qui sont

adoptées, comme les symboles df

dx
pour les déri-

vées et
∫

pour les intégrales.

Figure 2.6 – Newton

Figure 2.7 – Leibniz



Chapitre 3
Fonctions dérivables

3.1 Exercices

Exercice 1 :

Etudiez la continuité et la dérivabilité et calculez la dérivée de la fonction définie sur R par :

f(x) =


x sin 1

x
si x ̸= 0

0 si x = 0

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R par fn(x) = e−xxn avec n ∈ N.

1. A l’aide de la formule de Leibniz montrer que f (k)
n (x) = Pk(x)e−x où Pk est un polynôme.

2. Pour k ≤ n calculer Pk(0).

Exercice 3 :

On considère la fonction f : R 7−→ R définie par f(x) =


e

1
x si x < 0

0 si x ≥ 0
.

1. Démontrer que f est dérivable sur R.

2. Etudier l’existence de f ′′(0).

3. On veut montrer que pour x < 0, la dérivée n-ième de f s’écrit f (n)(x) = Pn(x)
x2n

e
1
x .

où Pn est un polynôme.

i. Trouver P1 et P2.

ii. Trouver une relation de récurrence entre Pn+1 ; Pn et P ′
n pour n ∈ N∗.

4. Montrer que f est de classe C∞.

26



3.1. EXERCICES 27

Exercice 4 :

Soit f la fonction definie par :f(x) =


x2 cos 1

x
si x ̸= 0

0 si x = 0
.

Montrez que f est dérivable en 0, et que, pourtant, la limite limx→0 f ′(x) n’existe pas.

Exercice 5 :

1. Montrer que :

∀n ∈ N∗
(

1 + 1
n

)n

< e <
(

1 + 1
n

)n+1
.

2. Soient x et y réels avec 0 < x < y. Montrer que x <
y − x

ln y − ln x
< y.

3. Montrer que :
1
26 < arctan(5) − arctan(4) <

1
17 .

Exercice 6 :

Vérifier que la fonction x 7−→ sin x est concave sur [0, π
2 ] et démontrez l’encadrement :

∀x ∈ [0,
π

2 ] 2
π

x ≤ sin x ≤ x.

Exercice 7 :

Donner le développement limité au voisinage de 0 des fonctions usuelles suivantes :

1. x 7−→ ex à l’ordre n et déduire que lim
x→0

ex − 1
x

= 1.

2. x 7−→ sin x à l’ordre 2n + 1 et déduire que lim
x→0

sin x

x
= 1.

3. x 7−→ cos x à l’ordre 2n et déduire que lim
x→0

1 − cos x

x2 = 1
2 .

4. x 7−→ tan x à l’ordre 6 et déduire que lim
x→0

tan x

x
= 1.

5. x 7−→ ln(1 + x) à l’ordre n et déduire que lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1.

6. x 7−→ (1 + x)α à l’ordre n.

7. x 7−→ arctan x à l’ordre 2n + 1.

8. x 7−→ arccos x et x 7−→ arcsin x à l’ordre 6.

Exercice 8 :

Calculer les limites suivantes :

1. lim
x→0

3 tan(x) − sin 3x

(sin x)3 , lim
x→0

(1 + x) 1
x − e

x
, lim

x→0

sin(x) − x

x ln(1 − x2) et lim
x→0

cos x −
√

1 − x2

x4 .
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2. et lim
x→+∞

3
√

x3 + x + 1 −
√

x2 + x, lim
x→+∞

x2(e 1
x − e

1
x+1 ).

Exercice 9 :

Soit f la fonction définie par :

f(x) =


2 + 3x + 4x2 + x3 sin 1

x
si x ̸= 0

2 si x = 0

Montrez que f admet, au voisinage de 0, un développement limité d’ordre 2, et que, pourtant,

f ′′(0) n’existe pas.

Exercice 10 :

Soit f la fonction définie sur R\ {0, 1} par f : x 7−→ x2

x+1e
1
x . Précisez les asymptotes éventuelles

et la position de la courbe (Cf ) par rapport aux asymptotes.

Exercice 11 :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ex2 − 1
x

si x ̸= 0 et f(0) = 0.

1. Montrer que f est dérivable en 0.

2. Montrer que f est une bijection de R dans R.

3. En admettant que f est de classe C∞ au voisinage de 0, déterminer les cinq premiers

termes du développement limité de f−1 au voisinage de 0.

3.2 Solutions

Exercice 1 :

1. La fonction f est continue sur R∗. Au point x = 0, comme
∣∣∣∣x sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ |x|, alors lim
x→0

x sin 1
x

=

0 = f(0) et par suite f est continue en 0.

2. (a) Sur R∗ la fonction f est dérivable et on a :

f ′(x) = sin 1
x

+ x(− 1
x2 ) cos 1

x
= sin 1

x
− 1

x
cos 1

x
.

(b) Au point x = 0 on a lim
x→0

x sin 1
x

− 0
x − 0 = lim

x→0
sin 1

x
. Cette limite n’existe pas, il suffit de

prendre xn = 2
(2n+1)π . On a alors xn tend vers 0 et sin( 1

xn
) = sin(2n + 1)π

2 ) = (−1)n

n’a pas de limite. On déduit que f n’est pas dérivable en 0.
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axe x

axe y

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−1

0

1

Figure 3.1 – Graphe de la fonction f(x) = sin( 1
x
)

Exercice 2 :

1. Si k > n :

f (k)(x) =
k∑
j

Cj
k(xn)(j)(e−x)(k−j)

=
n∑
j

Cj
k(xn)(j)(e−x)(k−j) +

k∑
j=n+1

Cj
k(xn)(j)(e−x)(k−j)

=
n∑
j

Cj
k

n!
(n − j)!x

n−j(−1)k−je−x + 0

= e−x
n∑
j

(−1)k−jCj
k

n!
(n − j)!x

n−j

= e−xPk(x).

Si k ≤ n :

f (k)(x) =
k∑
j

Cj
k(xn)(j)(e−x)(k−j)

=
k∑
j

Cj
k

n!
(n − j)!x

n−j(−1)k−je−x + 0

= e−x
k∑
j

(−1)k−jCj
k

n!
(n − j)!x

n−j

= e−xPk(x).

2. Pour k < n on a Pk(0) = 0 et pour k = n le terme non mul est celui où j = k = n, donc

on a Pk(0) = n!.

Exercice 3 :

1. On a f est dérivable sur R∗. Étudions la dérivabilité au point 0. On a

lim
x→0+

f(x) − f(0)
x − 0 = lim

x→0+

0
x

= 0.
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D’autre part avec le changement t = 1
x
, on a

lim
x→0−

f(x) − f(0)
x − 0 = lim

x→0−

e
1
x − 0
x

= lim
t→−∞

tet = 0.

Donc f est dérivable en 0 et f ′(0) = 0.

2. On a lim
x→0+

f ′(x) − f ′(0)
x − 0 = 0 et avec le changement t = 1

x
, on a

lim
x→0−

f ′(x) − f ′(0)
x − 0 = lim

x→0−

−1
x2 e

1
x

x

= lim
t→−∞

−t3et

= 0.

Donc f ′′(0) existe et égale à 0.

3. (a) On a pour x < 0, f ′(x) = −1
x2 e

1
x et f ′′(x) = 2x

x4 e
1
x + −1

x2
−1
x2 e

1
x = 2x + 1

x4 e
1
x . On

déduit que P1(x) = −1 et P2(x) = 2x + 1.

(b) Supposons que pour un n donné on a f (n)(x) = Pn(x)
x2n

e
1
x . Donc

f (n+1)(x) = P ′
n(x)x2n − 2Pn(x)x2n−1

x4n
e

1
x + Pn(x)

x2n

(−1
x2

)
e

1
x

=
(

P ′
n(x)x2 − 2Pn(x)x

x2n+2 − Pn(x)
x2n+2

)
e

1
x

=
(

x2P ′
n(x) − (2x + 1)Pn(x)

x2n+2

)
e

1
x .

On déduit que pour tout n on a f (n)(x) = Pn(x)
x2n

e
1
x et Pn+1(x) = x2P ′

n(x) − (2x +

1)Pn(x) pour n ∈ N∗.

4. Pour x > 0 on a f (n)(x) = 0 et pour x = 0 on a f ′(0) = f ′′(0) = 0. Supposons que

f (n)(0) = 0 pour n donné. Donc

lim
x→0−

f (n)(x) − f (n)(0)
x − 0 = lim

x→0−

Pn(x)
x2n

e
1
x − 0

x

= lim
x→0−

lim
x→0−

Pn(x)
x2n+1 e

1
x

= lim
t→−∞

t2n+1Pn(1
t
)et

= 0.

Donc f (n+1)(0) existe et égale à 0. On déduit que la fonction f est n + 1 fois dérivable

pour tout n, donc f est de classe C∞.
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Exercice 4 :

— On a

lim
x→0

f(x) − f(0)
x − 0 = lim

x→0

x2 cos 1
x

x
= lim

x→0
x cos 1

x
= 0.

Donc f est dérivable en 0 et on a f ′(0) = 0.

— Pour x ̸= 0 on a f ′(x) = 2x cos 1
x

+ sin 1
x

. On a déjà vu dans l’exercice 1 que limx→0 sin 1
x

n’existe pas, donc puisque limx→0 2x cos 1
x

= 0 alors limx→0 f ′(x) n’existe pas.

Exercice 5 :

1. D’après le TAF appliquer à la fonction x 7−→ ln x sur l’intervalle [n, n + 1] avec n ∈ N∗,

il existe c ∈]n, n + 1[ tel que ln(n + 1) − ln(n) = 1
c
. Puisque 1

n+1 < 1
c

< 1
n
, alors 1

n+1 <

ln(n + 1) − ln(n) = ln(1 + 1
n
) < 1

n
d’où

(
ln(1 + 1

n
)
)n

< 1 <
(

ln(1 + 1
n
)
)n+1

On applique

alors l’exponontielle, on trouve

(
1 + 1

n

)n

< e <
(

1 + 1
n

)n+1
.

2. D’après le TAF appliquer à la fonction x 7−→ ln x sur l’intervalle [x, y], il existe c ∈]x, y[

tel que ln(y) − ln(x)
y − x

= 1
c
. Puisque 1

y
<

1
c

<
1
x

, alors x <
y − x

ln y − ln x
< y.

3. D’après le TAF appliquer à la fonction x 7−→ arctan x sur l’intervalle [4, 5], il existe

c ∈]4, 5[ tel que arctan(5) − arctan(4)
5 − 4 = 1

1 + c2 . Puisque 1
26 < 1

1+c2 < 1
17 , alors

1
26 < arctan(5) − arctan(4) <

1
17 .

Exercice 6 :

— On a sin′′(x) = − sin(x) ≤ 0 sur [0, π
2 ], donc la fonction f : x 7−→ sin x est concave sur

[0, π
2 ].

— Comme x 7−→ sin x est concave sur [0, π
2 ], son graphe est au dessous de sa tangente à

l’origine, cette tangente est d’équation y = f ′(0)(x − 0) + f(0) = cos(0)x + sin(0) = x.

Donc sin(x) ≤ x. D’autre part le graphe de f est au dessus de la sécante joignant les

points (0, 0) et (π
2 , 1). Cette sécante est alors d’équation y = 1−0

π
2 −0x = 2

π
x avec x ∈ [0, π

2 ].

On déduit alors que

∀x ∈ [0,
π

2 ] 2
π

x ≤ sin x ≤ x.
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axe x

axe y

−1 0 1

−1

0

1

Figure 3.2 – Graphe de la fonction sin(x).

Exercice 7 :

1. Le DLn(0) de x 7−→ ex est ex = 1 + x + x2

2! + · · · + xn

n! + o(xn) = ∑n
k=0

xk

k! + o(xn). On

déduit que lim
x→0

ex − 1
x

= lim
x→0

1 + x + xε(x) − 1
x

= lim
x→0

1 + ε(x) = 1.

2. Le DL2n+1(0) de x 7−→ sin x est

sin(x) = x − x3

3! + x5

5! − · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)! + o(x2n+1) =
n∑

k=0
(−1)k x2k+1

(2k + 1)! + o(x2n+1).

On déduit que lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

x + xε(x)
x

= lim
x→0

1 + ε(x) = 1.

3. Le DL2n(0) de x 7−→ cos x est

cos(x) = 1 − x2

2! + x4

4! − · · · + (−1)n x2n

(2n)! + o(x2n) =
n∑

k=0
(−1)k x2k

(2k)! + o(x2n).

On déduit que lim
x→0

1 − cos x

x2 = lim
x→0

1 − 1 + x2

2 + x2ε(x)
x2 = lim

x→0

1
2 + ε(x) = 1

2 .

4. Le DL6(0) de x 7−→ tan x est tan(x) = x+ 1
3x3 + 2

15x5 +o(x6). On déduit que lim
x→0

tan x

x
=

lim
x→0

x + xε(x)
x

= lim
x→0

1 + ε(x) = 1.

5. Le DLn(0) de x 7−→ ln(1 + x) est

ln(1 + x) = x − x2

2 + x3

3 − · · · + (−1)n−1 xn

n
+ o(xn) =

n∑
1

(−1)k−1 xk

k
+ o(xn).
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On déduit que lim
x→0

ln(1 + x)
x

= lim
x→0

x + xε(x)
x

= 1.

6. Le DLn(0) de x 7−→ (1 + x)α est

(1 + x)α = 1 + αx + α(α − 1)
2 x2 + · · · + α(α − 1) . . . (α − n + 1)

n! xn + o(xn).

7. Le DLn(0) de x 7−→ arctan x est

arctan x = x − x3

3 + x5

5 − · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)! + o(x2n+1) =
n∑

k=0
(−1)k x2k+1

2k + 1 + o(x2n+1).

8. Le DL6(0) de x 7−→ arcsin x est arcsin x = x + 1
6x3 + 3

40x5 + o(x6) et le DL6(0) de

x 7−→ arccos x est arccos x = π
2 − x − 1

6x3 + 3
40x5 + o(x6).

Exercice 8 :

1. (a) On a

lim
x→0

3 tan(x) − sin 3x

(sin x)3 = lim
x→0

3(x + 1
3x3) − 3(x − 9

3!x
3) + o(x3)

x3 + o(x3)

= lim
x→0

3x + x3 − 3x + 9
2x3 + o(x3)

x3 + o(x3)

= lim
x→0

11
2 x3 + o(x3)
x3 + o(x3)

= 11
2 .

(b) On a

lim
x→0

(1 + x) 1
x − e

x
= lim

x→0

e
1
x

ln(1+x) − e

x

= lim
x→0

e
x− 1

2 x2+o(x2)
x − e

x

= lim
x→0

e1− 1
2 x+o(x) − e

x

= lim
x→0

e
(
e− 1

2 x+o(x) − 1
)

x

= lim
x→0

e
(
1 − 1

2x + o(x) − 1
)

x

= lim
x→0

e
(

− 1
2 + ε(x)

)
= −e

2 .
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(c) On a

lim
x→0

cos x −
√

1 − x2

x4 = lim
x→0

1 − 1
2!x

2 + 1
4!x

4 −
(
1 − 1

2x2 − 1
8x4

)
+ o(x4)

x4

= lim
x→0

1 − 1
2x2 + 1

24x4 − 1 + 1
2x2 + 1

8x4 + o(x4)
x4

= lim
x→0

1
6x4 + o(x4)

x4

= 1
6 .

2. (a) Avec le changement X = 1
x

, on a

lim
x→+∞

3
√

x3 + x + 1 −
√

x2 + x = lim
X→0+

3

√( 1
X

)3
+ 1

X
+ 1 −

√( 1
X

)2
+ 1

X

= lim
X→0+

3
√

1 + X2 + X3 −
√

1 + X

X

= lim
X→0+

1 + 1
3

(
X2 + X3

)
−

(
1 + 1

2X − 1
8X2 + 1

16X3
)

+ o(X3)
X

= lim
X→0+

1 + 1
3X2 + 1

3X3 − 1 − 1
2X + 1

8X2 − 1
16X3 + o(X3)

X

= lim
X→0+

−1
2X + 11

24X2 + 13
48X3 + o(X3)

X

= −1
2 .

(b) Avec le changement X = 1
x

, on a

lim
x→+∞

x2(e 1
x − e

1
x+1 ) = lim

X→0+

1
X2

(
eX − e

1
1
X

+1
)

= lim
X→0+

1
X2

(
eX − e

X
1+X

)
= lim

X→0+

1
X2

(
eX − eX−X2+o(X2)

)
= lim

X→0+

1
X2

(
1 + X + 1

2X2 −
(

1 + (X − X2) + 1
2

(
X − X2

)2
+ o(X2)

))
= lim

X→0+

1
X

(
1 + X + 1

2X2 − 1 − X + X2 − 1
2X2 + o(X2)

)
= lim

X→0+

1
X2

(
X2 + o(X2)

)
= 1

Exercice 9 :

1. On a pour x ̸= 0, f(x) = 2 + 3x + 4x2 + x3 sin 1
x

= 2 + 3x + 4x2 + x2(x sin 1
x

). On

pose ε(x) = x sin 1
x

, on a alors f(x) = P2(x) + x2ε(x). Comme limx→0 ε(x) = 0 et

P2(0) = 2 = f(0), alors f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0.
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2. On a

lim
x→0

f(x) − f(0)
x − 0 = lim

x→0

3x + 4x2 + x3 sin 1
x

x
= lim

x→0
3 + 4x + x2 cos 1

x
= 3

Donc f ′(0) = 3. Aussi pour x ̸= 0 on a f ′(x) = 3 + 8x + 3x2 sin 1
x

− x cos 1
x

. On déduit

que

lim
x→0

f ′(x) − f ′(0)
x − 0 = lim

x→0

3 + 8x + 3x2 sin 1
x

+ x cos 1
x

x
= 3 + lim

x→0
cos 1

x

Cette limite n’existe pas et donc f ′′(0) n’existe pas.

Exercice 10 : On a limx→−∞ f(x) = −∞ et limx→+∞ f(x) = +∞. On pose X = 1
x
, donc si x

est au voisinage de ±∞, X est au voisinage de 0. On a alors

f(x) = x2

x+1e
1
x

= 1
X(1+X)e

X

= 1
X

(1 − X + X2 + o(X2))(1 + X + 1
2X2 + o(X2))

= 1
X

(1 − X + X2)(1 + X + 1
2X2) + o(X2)

= 1
X

(1 + X + 1
2X2 − X − X2 + X2 + o(X2))

= 1
X

(1 + 1
2X2 + o(X2))

= 1
X

+ 1
2X + o(X))

= x + 1
2x

+ o( 1
x

)).

On déduit que la droite (∆) d’équation y = x est un asymtotes au voisinage de ±∞. D’autre

part puisque f(x) − x = 1
2x

+ o( 1
x

)), alors la courbe (Cf ) est au dessus de (∆) au voisinage de

+∞ et au dessous de (∆) au voisinage de −∞.
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axe x

axe y
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Figure 3.3 – Graphe de la fonction f(x) = x2

x+1e
1
x

Exercice 11 :

1. On a limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0
ex2 − 1

x2 = 1, donc f est dérivable en 0 et f ′(0) = 1.

2. La fonction f est continue sur R. De plus pour x ̸= 0 on a f ′(x) = 2x2ex2 −ex2 +1
x2 . Soit g(x) =

2x2ex2 − ex2 + 1. On a limx→+∞ g(x) = limx→+∞ g(x) = +∞ et g′(x) = 2x(1 + 2x2)ex2 .

Donc

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

11

+∞+∞

Figure 3.4 – Variation de la fonction g.

On déduit que f ′(x) > 0 et par suite f est une bijection de R dans R.

3. La fonction f est impaire, donc f−1 l’est aussi et par suite elle admet un développement

limité au voisinage de 0 de la forme f−1(x) = ax + bx3 + cx5 + o(x5). D’autre part le
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DL0(5) de f est

f(x) = ex2 − 1
x

=
1 + x2 + x4

2 + x6

6 + o(x6) − 1
x

= x + x3

2 + x5

6 + o(x5).

En effectuant le DL0(5) de f−1 ◦ f , on trouve

f−1 ◦ f(x) = af(x) + bf(x)3 + cf(x)5 + o(x5)

= a
(

x + x3

2 + x5

6

)
+ b

(
x + x3

2 + x5

6

)3

+ c
(

x + x3

2 + x5

6

)5

+ o(x5)

= ax + a
x3

2 + a
x5

6 + bx3 + b
3
2x5 + cx5 + o(x5)

= ax + (a

2 + b)x3 + (a

6 + 3
2b + c)x5 + o(x5).

Or f−1 ◦ f(x) = x, donc a = 1 et a

2 + b = a

6 + 3
2b + c = 0. D’où b = −1

2 et c = 7
12 . On

déduit que

f−1(x) = x − 1
2x3 + 7

12x5 + o(x5)

Brook Taylor né à Edmonton (Angleterre) le 18 août 1685, et mort à

Londres le 29 décembre 1731. Taylor ajouta aux mathématiques une

nouvelle branche appelée ‵‵calcul de différences finies ′′, inventa l’in-

tégration par partie, et découvrit les séries appelées ‵‵développement

de Taylor′′. Ses idées furent publiées dans son livre de 1715, Metho-

dus incrementorum directa and reversed. La première mention par

Taylor de ce qui est appelé aujourd’hui théorème de Taylor apparaît

dans une lettre que ce dernier écrivit à Machin le 26 juillet 1712.

Dans cette lettre, Taylor explique clairement que l’idée lui est venu

d’un commentaire que fît Machin au Child’s Coffeehouse, utilisant

les ‵‵séries de Sir Isaac Newton ′′ pour résoudre un problème de Ke-

pler, et utilisant également les méthodes de Halley pour extraire les

racines d’équations polynomiales.

Figure 3.5 – B. Taylor



Chapitre 4
Calcul des intégrales

4.1 Exercices

Exercice 1 : Calculer les primitives suivantes :

1.
∫

(cos x)99 sin xdx.

2.
∫ 1

x ln x
dx.

3.
∫ 1

3 + e−x
dx.

Exercice 2 : Calculer les primitives suivantes par intégration par parties :

1.
∫

x2 ln xdx.

2.
∫

ln xdx puis
∫

(ln x)2dx.

3.
∫

cos xexdx.

Exercice 3 : Calculer I =
∫ π

3

0

x

cos2 x
dx et J =

∫ π
2

0

cos x

6 − 5 sin x + sin2 x
dx

Exercice 4 : Calculer les primitives suivantes par changement de variable :

1.
∫ 1√

4x − x2
dx sur I =]0, 4[.

2.
∫ dx

(1 + x2)2 sur I =]0, π
2 [ (prendre x = tan(t)).

3.
∫ cos3 x

(1 + sin2 x)dx sur I =]0, π
2 [.

4.
∫ dx

sin2 x(1 + cos x) sur I =]0, π[ (prendre t = tan(x
2 )).

Exercice 5 : Calculer les primitives suivantes :

1.
∫ x2 + 2

x3 + 1dx sur I =] − 1, +∞[.

38
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2.
∫ √

x2 − 1dx sur I = [1, +∞[.

3.
∫ x√

x2 + 2x − 3
dx sur I =]1, +∞[.

Exercice 6 : En utilisant le changement de variable u = 4
√

1 + x3, déterminer les primitives

de
∫ 4

√
1 + x3

x
dx pour x > 0.

Exercice 7 : Calculer la limite lim
x→0

∫ 3x

x

t

tan2 t
dt.

Exercice 8 : Soit l’intégrale définie I =
∫ π

0

t sin t

1 + cos2 t
dt.

1. On utilisant le changement de variable t = π − x, montrer que :

I =
∫ π

0

(π − x) sin x

1 + cos2 x
dx.

2. En déduire que I = π

2

∫ π

0

sin x

1 + cos2 x
dx

3. Calculer la valeur de I.

Exercice 9 : Un publicitaire souhaite imprimer un logo sur un T-shirt. Il dessine ce logo à

l’aide des courbes de deux fonctions f et g définies sur [−π
2 , 3π

2 ] par :

f(x) = e−x(− cos(x) + sin(x) + 1) et g(x) = −e−x cos(x).

1. Soit la fonction h définie sur R par h(x) = −e−x sin x. Déterminer une primitive de h à

l’aide de deux intégrations par parties.

2. Sachant que l’unité graphique est 2 cm sur le deux axes, déterminer l’aire exacte du logo

puis une valeur approchée à 10−2 cm2 près.

4.2 Solutions

Exercice 1 :

(a) On a ∫
(cos x)99 sin xdx =

∫
(cos x)99(− cos x)′dx

= −cos(x)100

100 + C.

(b) On a ∫ 1
x ln x

dx =
∫ (ln x)′

ln x
dx

= ln |ln x| + C.
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(c) On a ∫ 1
3 + e−x

dx =
∫ ex

3ex + 1dx

=
∫ ex

3ex + 1dx

= 1
3 ln(3ex + 1) + C.

Exercice 2 :

(a) On pose u(x) = ln(x) et v′(x) = x2. On a alors u′(x) = 1
x

et v(x) = x3

3 , d’où

∫
x2 ln xdx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x)dx

= x3

3 ln(x) −
∫ x2

3 dx

= x3

3 ln(x) − x3

9 + C.

(b) i. On pose u(x) = ln(x) et v′(x) = 1. On alors u′(x) = 1
x

et v(x) = x, d’où

∫
ln xdx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x)dx

= x ln(x) −
∫

x
1
x

dx

= x ln(x) −
∫

dx

= x ln(x) − x + C.

ii. On pose u(x) = (ln x)2) et v′(x) = 1. On alors u′(x) = 2 1
x

ln(x) et v(x) = x,

d’où ∫
(ln x)2dx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x)dx

= x(ln x)2 −
∫

x
1
x

ln(x)dx

= x(ln x)2 −
∫

ln(x)dx

= x(ln x)2 − x ln(x) + x + C.

(c) On pose u(x) = cos(x) et v′(x) = ex. On alors u′(x) = − sin(x) et v(x) = ex, d’où

I =
∫

cos xexdx

= u(x)v(x) −
∫

u′(x)v(x)dx

= cos(x)ex +
∫

sin(x)exdx.

On pose J =
∫

sin(x)exdx. Soit u(x) = sin(x) et v′(x) = ex. On alors u′(x) = cos(x)
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et v(x) = ex, d’où
J =

∫
sin xexdx

= u(x)v(x) −
∫

u′(x)v(x)dx

= sin(x)ex −
∫

cos(x)exdx

= sin(x)ex − I.

On déduit que I = cos(x)ex + J = cos(x)ex + sin(x)ex − I et par suite

I = cos(x) + sin(x)
2 ex.

Exercice 3 :

(a) On pose u(x) = x et v′(x) = 1
cos2 x

. On alors u′(x) = 1 et v(x) = tan(x), d’où

∫ π
3

0

x

cos2 x
dx = [u(x)v(x)]

π
3
0 −

∫ π
3

0
u′(x)v(x)dx

= [x tan(x))]
π
3
0 −

∫ π
3

0
tan(x)dx

= π

3
√

3 + [ln |cos(x)|]
π
3
0

= π

3
√

3 − ln 2.

(b) En utilisant le changement de variable t = sin(x), on a alors dt = cos(x)dx, x = 0 ↔

t = 0, x = π
2 ↔ t = 1 et 6 − 5 sin x + sin2 x = 6 − 5t + t2. Donc

∫ π
2

0

cos x

6 − 5 sin x + sin2 x
dx =

∫ 1

0

dx

6 − 5t + t2x

=
∫ 1

0

dx

(t − 3)(t − 2)
=

∫ 1

0

( 1
t − 3 − 1

t − 2
)
dx

= [ln |t − 3| − ln |t − 2|]10
= ln 4

3 .

Exercice 4 :

(a) Soit f(x) = 1√
4x−x2 , on a alors Df =]0, 4[. D’autre part 1√

4x−x2 = 1
2
√

1−( x
2 −1)2 . En
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utilisant le changement de variable t = x

2 − 1, on a dt = dx

2 et t ∈] − 1, 1[. Donc

∫ 1√
4x − x2

dx =
∫ 1

2
√

1 − (x
2 − 1)2

dx

=
∫ 1√

1 − t2
dt

= arcsin(t) + C

= arcsin(x

2 − 1) + C.

(b) En utilisant le changement de variable x = tan(t) sur I =]0, π
2 [, on a dx = (1 +

tan2 t)dt. Donc

∫ 1
(1 + x2)2 dx =

∫ 1
(1 + tan2 t)2 (1 + tan2 t)dt

=
∫ 1

1 + tan2 t
dt

=
∫

cos2(t)dt

= 1
2

∫
(cos(2t) + 1)dt

= sin(2t)
4 + t

2 + C

= sin(2 arctan(x))
4 + arctan(x)

2 + C.

(c) En utilisant le changement de variable t = sin(x) sur I =]0, π
2 [, on a dt = cos(x)dx.

Donc ∫ cos3 x

(1 + sin2 x)dx =
∫ 1 − t2

(1 + t2)dt

=
∫ 2 − t2 − 1

(1 + t2) dt

=
∫

( 2
(1 + t2) − 1)dt

= 2 arctan(t) − t + C

= 2 arctan(sin(x)) − sin(x) + C.

(d) En utilisant le changement de variable t = tan(x
2 ) sur I =]0, π[. On a x = 2 arctan(t)dx,

donc dx = 2dt

1 + t2 . Aussi on a sin(x) = 2t

1 + t2 et cos(x) = 1 − t2

1 + t2 . On déduit alors
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que ∫ dx

sin2 x(1 + cos x) =
∫ 2

1+t2(
2t

1+t2

)2(
1 + 1−t2

1+t2

)dt

=
∫ (1 + t2)2

4t2 dt

=
∫ 1 + 2t2 + t4

4t2 dt

=
∫ 1

4t2 + 1
2 + t2

4 dt

= − 1
4t

+ t

2 + t3

12 + C

= − 1
4 tan(x

2 ) +
tan(x

2 )
2 +

tan3(x
2 )

12 + C.

Exercice 5 : Soit x > −1.

(a) On a x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1) et puisque x2 − x + 1 est irréductible dans R[X],

alors
x2 + 2
x3 + 1 = x2 + 2

(x + 1)(x2 − x + 1) = a

1 + x
+ bx + c

x2 − x + 1 (∗)

Si on remplace x par 0 dans (*), on trouve 2 = a+ c. Multiplions (*) par x et faisons

tendre x vers ∞, on trouve 1 = a + b. Multiplions (*) par x + 1 et faisons tendre x

vers −1, on trouve 1 = a. On déduit que b = 0 et c = 1. D’où

x2 + 2
x3 + 1 = 1

1 + x
+ 1

x2 − x + 1 .

En intégrant on a alors :

∫ x2 + 2
x3 + 1dx =

∫ 1
1 + x

+ 1
x2 − x + 1dx

=
∫ 1

1 + x
+ 1

3
4 + (x − 1

2)2 dx

=
∫ 1

1 + x
+ 4

3

√
3

2

∫ 1
1 + ( 2x√

3 − 1√
3)2 dx

= ln(1 + x) + 2√
3

arctan(2x − 1√
3

) + C.
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(b) Par intégration , on a sur I = [1, +∞[ :

I =
∫ √

x2 − 1dx

= x
√

x2 − 1 −
∫

x
2x

2
√

x2 − 1
dx

= x
√

x2 − 1 −
∫ x2 − 1 + 1√

x2 − 1
dx

= x
√

x2 − 1 −
∫ √

x2 − 1 + 1√
x2 − 1

dx

= x
√

x2 − 1 − I −
∫ 1√

x2 − 1
dx

= x
√

x2 − 1 − I − ln
∣∣∣x +

√
x2 − 1

∣∣∣ + C.

On déduit alors que

I = 1
2x

√
x2 − 1 − 1

2 ln
∣∣∣x +

√
x2 − 1

∣∣∣ + C.

(c) On a sur I =]1, +∞[ :

∫ x√
x2 + 2x − 3

dx =
∫ x + 1 − 1√

x2 + 2x − 3
dx

=
∫ x + 1√

x2 + 2x − 3
dx −

∫ 1√
x2 + 2x − 3

dx

= 1
2

√
x2 + 2x − 3 −

∫ 1√
(x + 1)2 − 4

dx

= 1
2

√
x2 + 2x − 3 −

∫ 1
2√

(x+1
2 )2 − 1

dx

= 1
2

√
x2 + 2x − 3 − ln

∣∣∣∣∣∣x + 1
2 +

√
(x + 1

2 )2 − 1

∣∣∣∣∣∣ + C.

Exercice 6 : Soit x > 0.

— On pose u = 4
√

1 + x3, donc x = 3
√

u4 − 1 et dx = 1
34u3(u4 − 1)− 2

3 du. Donc

∫ 4
√

1 + x3

x
dx =

∫ u
3
√

u4 − 1
4
3u3(u4 − 1)− 2

3 du = 4
3

∫ u4

u4 − 1du.

— D’autre part on a u4

u4 − 1 = u4 − 1 + 1
u4 − 1 = 1+ 1

u4 − 1 . Or u4−1 = (u−1)(u+1)(u2+1),

donc

1
u4 − 1 = 1

(u − 1)(u + 1)(u2 + 1) = a

u − 1 + b

u + 1 + cu + d

u2 + 1 (∗)
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En multipliant (∗) par u−1 et en remplaçant u par 1, on trouve a = 1
4 . En multipliant

(∗) par u + 1 et en remplaçant u par −1, on trouve b = −1
4 . En multipliant (∗) par

u et en faisant tendre u vers ∞, on trouve 0 = a + b + c, donc c = 0. Enfin, en

multipliant (∗) par u2 +1 et en remplaçant u par i, on trouve 1
i − 1

1
i + 1 = d et donc

d = −1
2 . On déduit que

1
u4 − 1 = 1

4(u − 1) − 1
4(u + 1) − 1

2(u2 + 1) .

— En intégrant on a alors :

∫ 4
√

1 + x3

x
dx = 4

3

∫ u4

u4 − 1du

= 4
3

∫
1 + 1

u4 − 1du

= 4
3

∫
1 + 1

4(u − 1) − 1
4(u + 1) − 1

2(u2 + 1)du

= 4
3u + 4

3

(1
4 ln |u − 1| − 1

4 ln |u + 1| − 1
2 arctan(u)

)
+ C

= 4
3u + 1

3 ln |u − 1|
|u + 1|

− 2
3 arctan(u) + C.

Exercice 7 : Soit F (x) =
∫ 3x

x

t

tan2 t
dt.

(a) Détermonons F . La fonction t 7−→
∫ 3x

x
t

tan2 t
dt est definie pour 0 < |t| < π

2 et puisque

x ≤ t ≤ 3x, alors DF =] − π
6 , π

6 [\{0}. Calculons F (x) par intégration par parties.

On pose u(t) = t et v′(t) = 1
tan2(t) = cos2(t)

sin2(t) = 1
sin2(t) − 1. Donc u′(t) = 1 et

v(t) = − 1
tan(t) − t. On déduit alors :

F (x) =
∫ 3x

x

t

tan2 t
dt

= [t(− 1
tan(t) − t)]3x

x +
∫ 3x

x
( 1
tan(t) + t)dt

= [− t

tan(t) − t2]3x
x + [ln |sin(t)| + t2

2 ]3x
x

= − 3x

tan(3x) − 9x2 + x

tan(x) + x2 + ln |sin(3x)| + 9x2

2 − ln |sin(x)| − x2

2

= − 3x

tan(3x) + x

tan(x) + ln
∣∣∣∣∣sin(3x)

sin(x)

∣∣∣∣∣ − 2x2.

(b) Comme lim
x→0

tan x

x
= lim

x→0

tan 3x

3x
= 1 et lim

x→0

sin 3x

sin x
= lim

x→0
3sin 3x

3
1

sin x
= 3, on déduit
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alors

lim
x→0

∫ 3x

x

t

tan2 t
dt = lim

x→0
F (x) = ln 3.

Exercice 8 :

(a) Avec le changement de variable t = π − x, on a

I =
∫ π

0

t sin t

1 + cos2 t
dt

=
∫ 0

π

(π − x) sin(π − x)
1 + cos2(π − x) (−dx)

= −
∫ 0

π

(π − x) sin(x)
1 + (− cos x)2 dx

=
∫ π

0

(π − x) sin(x)
1 + cos2 x

dx.

(b) D’après (a) on a

I =
∫ π

0

(π − x) sin(x)
1 + cos2 x

dx

=
∫ π

0

π sin(x)
1 + cos2 x

dx −
∫ π

0

x sin(x)
1 + cos2 x

dx

= π
∫ π

0

sin(x)
1 + cos2 x

dx − I.

On déduit alors que I = π

2

∫ π

0

sin x

1 + cos2 x
dx.

(c) D’aprés (b) et avec le changement de variable cos x = u, on a

I = π

2

∫ π

0

sin x

1 + cos2 x
dx

= π

2

∫ −1

1

−du

1 + u2

= π

2

∫ 1

−1

1
1 + u2 du

= π

2 [arctan u]1−1

= π

2 (arctan(1) − arctan(−1))

= π

2 (π

4 + π

4 )

=
(

π

2

)2
.

Exercice 9 :

(a) Soit I =
∫

−e−x sin xdx. On pose u(x) = −e−x et v′(x) = sin x. Donc u′(x) = e−x



4.2. SOLUTIONS 47

et v(x) = − cos x. D’où

I =
∫

−e−x sin xdx

= e−x cos x +
∫

e−x cos xdx

= e−x cos x + J.

Calculons J . On pose u(x) = e−x et v′(x) = cos x. Donc u′(x) = −e−x et v(x) = sin x.

D’où
J =

∫
e−x cos xdx

= e−x sin x −
∫

−e−x sin xdx

= e−x sin x − I.

On déduit que I = e−x cos x + e−x sin x − I et par suite

I = e−x cos x + sin x

2 .

(b) On a ∫ 3π
2

− π
2

|f(x) − g(x)|dx =
∫ 3π

2

− π
2

∣∣∣e−x(sin(x) + 1)
∣∣∣dx

=
∫ 3π

2

− π
2

e−x sin(x)dx +
∫ 3π

2

− π
2

e−xdx

= [−e−x cos x + sin x

2 ]
3π
2

− π
2

+ [−e−x]
3π
2

− π
2

= e− 3π
2

2 − e
π
2

2 − e− 3π
2 + e

π
2 .

= e
π
2 − e− 3π

2

2 .

L’aire exacte et approchée du logo est

A = e
π
2 − e− 3π

2

2 cm2 ≈ 2.40cm2.
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axe x

axe y

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6

−2

−1

0

1

2

(Cf )
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•
−π

2
•
3π
2

Figure 4.1 – Graphe de la fonction f(x) = e−x(− cos(x) + sin(x) + 1) et g(x) = −e−x cos(x).

Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866), mathé-

maticien allemand né à Breselenz, fit ses études universi-

taires à Göttingen et à Berlin. A partir de 1857, il enseigna

à l’université de Göttingen. Sa thèse de doctorat, Prin-

cipes fondamentaux pour une théorie générale des fonc-

tions d’une variable complexe (1851), annonça plusieurs

de ses principales découvertes. On y trouve en particulier

la notion de surfaces de Riemann, leur étude topologique et

les applications à la théorie des intégrales abéliennes, qu’il

développa dans un mémoire fondamental, en 1857. Dans

un mémoire de 1853, consacré aux séries trigonométriques,

il donna une définition de son intégrale. Mentionnons son

texte visionnaire de 1854, publié en 1868, où il pose les

bases d’une géométrie générale, extension de la géométrie

euclidienne à des espaces de dimension quelconque. La géo-

métrie riemannienne, développée à partir de ses idées, est

devenue un cadre indispensable en mathématiques et dans

la physique de la relativité générale. Enfin, son nom est at-

taché à une conjecture toujours non résolue relative à la

distribution des zéros de la fonction zêta introduite par

lui, et dont les propriétés sont intimement liées à l’étude

des nombres premiers.

Figure 4.2 – B. Riemann



Chapitre 5
Equations différentielles

5.1 Exercices

Exrcice 1 : Résolvez l’équation différentielle : (t + 1)x′(t) + x(t) = (t + 1) sin t sur des

intervalles à préciser.

Exrcice 2 :

(a) Résolvez l’ équation différentielle : xy′(x) − y(x) = 2x + 1
x2 + 1 .

(b) Existe-t-il des solutions définies sur R ?

Exrcice 3 : Résolvez les équations différentielles :

(a) y′′ − 2y′ + 10y = 0 avec les conditions initiales y(0) = 1 et y′(0) = 2.

(b) y′′ − 5y′ − 14y = (3x2 + 2x − 1)ex.

(c) y′′ − 2y′ + 5y = xex cos(2x) + 5x + 3.

(d) y′′ + 4y′ + 4y = e−2x

1 + x2

Exrcice 4 : On considère l’équation différentielle :

(E) : y′′ − 4y′ + 5y = (x2 + 1)e2x

(a) Résoudre l’équation différentielle (E).

(b) Déterminer l’unique solution h de (E) vérifiant h(0) = 1 et h(1) = 0.

(c) Soit f :]0, +∞[−→ R une fonction deux fois dérivable sur ]0, +∞[ et qui vérifie :

t2f ′′(t) − 3tf ′(t) + 5f(t) = t2(ln2 t + 1).

49
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i. On pose g(x) = f(ex), vérifier que g est solution de (E).

ii. En déduire une expression de f .

Exrcice 5 : Soit l’équation différentielle : (E) : xy′′ + 2y′ + xy = 0.

(a) Soit S(x) = ∑+∞
n=0 anxn une série entière de rayon R > 0. Montrer que si S et solution

de (E) alors a2p+1 = 0 et a2p = (−1)p

(2p + 1)!a0 et déduire que S = a0
sin x

x
avec R = +∞.

(b) Par la méthode de variation de la constante montrer que la solution générale de (E)

sur I est y(x) = K1
cos x

x
+ K2

sin x

x
.

Exrcice 6 : On considère l’équation différentielle (E) : 2x(1−x)y′′ +(3−5x)y′ −y = 0.

(a) Soit S(x) = ∑+∞
n=0 anxn une série entière de rayon R > 0.

i. Montrer que si S et solution de (E) alors an+1 = 2n + 1
2n + 3an et déduire que

S = a0S0 avec S0(x) = ∑+∞
n=0

xn

2n + 1 .

ii. Vérifier que R = 1 et que

S0(x) =



1
2
√

x
ln(1 +

√
x

1 −
√

x
) si x ∈]0, 1[

1 si x = 0
1√
−x

arctan(
√

−x) si x ∈] − 1, 0[

(b) Sur I1 =]0, 1[, on pose t =
√

x et z(t) = ty(t2).

i. Vérifier que (E) implique (E ′) : (1 − t2)z′′ − 2tz′ = 0.

ii. Résoudre (E ′) et déduire les solution de (E) dans I1 =]0, 1[.

(c) Sur I2 =] − 1, 0[, on pose t =
√

−x et z(t) = ty(−t2).

i. Vérifier que (E) implique (E ′′) : (1 + t2)z′′ + 2tz′ = 0.

ii. Résoudre (E ′′) et déduire les solution de (E) dans I2 =] − 1, 0[.

(d) Déduire que les solutions de (E) définies sur ] − 1, 1[ sont de la forme aS0 où a ∈ R.

5.2 Solutions

Exrcice 1 :
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— On résoud l’équation sur un intervalle où le coefficient de x′ est non nul, donc sur

I1 =] − 1, +∞[ ou sur I2 =] − ∞, −1[.

— L’équation homogène est (EH) : (t + 1)x′(t) + x(t) = 0, donc x′(t)
x(t) = − 1

t + 1 , et

par suite ln |x(t)| = − ln |t + 1| + C. On déduit que xh(t) = C

t + 1 .

— On cherche une solution particulière par la mèthode de la variation de la constante.

On a x1(t) = 1
t + 1 est une solution de (EH). Soit K(t) une fonction telle que

x(t) = K(t)x1(t) soit une solution de (E). On a x′(t) = K ′(t) 1
t + 1 − K(t) 1

(t + 1)2 .

On remplace dans (E), on trouve

(t + 1)
(

K ′(t) 1
t + 1 − K(t) 1

(t + 1)2

)
+ K(t) 1

t + 1 = (t + 1) sin t

D’où K ′(t) = (t+1) sin t et donc K(t) =
∫

(u+1) sin udu. Par intégration par parties

on a

K(t) = −(t + 1) cos t +
∫

cos udu = −(t + 1) cos t + sin t.

On déduit que xp(t) =
(

− (t + 1) cos t + sin t
) 1

t + 1 = − cos t + sin t

t + 1 . Finalement

sur chaque intervalle la solution est

x(t) = xh(t) + xp(t) = − cos t + sin t + C

t + 1 .

Exrcice 2 :

(a) — On résoud l’équation sur un intervalle où le coefficient de y′ est non nul, donc

sur I1 =]0, +∞[ ou sur I2 =] − ∞, 0[.

— L’équation homogène est (EH) : xy′(x) − y(x) = 0, donc y′(x)
y(x) = 1

x
, et par

suite ln |y(x)| = ln |x| + C. On déduit que yh(x) = Cx.

— On cherche une solution particulière par la méthode de la variation de la constante.

On a y1(x) = x est une solution de (EH). Soit K(x) une fonction telle que

y(x) = K(x)y1(x) soit une solution de (E). On a y′(x) = K ′(x)x + K(x). On

remplace dans (E), on trouve

x
(

K ′(x)x + K(x)
)

− K(x)x = 2x + 1
x2 + 1 .
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D’où K ′(x) = 2x + 1
x2(x2 + 1) et donc K(x) =

∫ x 2t + 1
t2(t2 + 1)dt. On décompose

d’abord la fraction rationnelle 2t + 1
t2(t2 + 1) en éléments simples. On a

2t + 1
t2(t2 + 1) = a

t
+ b

t2 + ct + d

t2 + 1 (∗)

Multiplions (*) par t2 et remplaçons par 0 on trouve b = 1. Multiplions (*) par

t faisons tendre t vers ∞, on trouve 0 = a + c. Multiplions (*) par t2 + 1 et

remplaçons par i on trouve 2i+1
−1 = ci + d, d’où d = −1 et c = −2 et donc a = 2.

On a alors

K(x) =
∫ x 2t + 1

t2(t2 + 1)dt

=
∫ x (2

t
+ 1

t2 + −2t − 1
t2 + 1

)
dt

= 2 ln |x| − 1
x

− ln(x2 + 1) − arctan(x) + C.

On déduit que xp(t) =
(

2 ln |x| − 1
x2 − ln(x2 + 1) − arctan(x)

)
x = 2x ln |x| −

1
x

− x ln(x2 + 1) − x arctan(x). Finalement sur chaque intervalle la solution est

x(t) = xh(t) + xp(t) = 2x ln |x| − 1 − x ln(x2 + 1) − x arctan(x) + Cx

(b) On a limx→0+ y(x) = limx→0− y(x) = −1. Donc on peut définir une fonction continue

y sur R par


y(x) = 2x ln(−x) − 1 − x ln(x2 + 1) − x arctan(x) + C2xsi x < 0

y(0) = −1

y(x) = 2x ln(x) − 1 − x ln(x2 + 1) − x arctan(x) + C1xsi x > 0

Pour que cette fonction soit solution il faut qu’elle soit dérvable en 0. Or

lim
x→0+

y(x) − y(0)
x − 0 = lim

x→0+

2x ln(x) − x ln(x2 + 1) − x arctan(x) + C1x

x

= lim
x→0+

2 ln(x) − ln(x2 + 1) − arctan(x) + C1

= −∞.

On déduit qu’il n’existe pas de solutions définie sur R.
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Exrcice 3 :

(a) L’équation caractéristique associée à l’équation (E) : y′′ − 2y′ + 10y = 0 est

(EC) : r2 − 2r + 10 = 0

On a alors ∆ = 4 − 40 = −36 = (6i)2. Donc il y a deux solutions complexes

r1 = 2+6i
2 = 1 + 3i et r2 = 1 − 3i. On déduit que les solutions de l’équation (E) sont

de la forme y(x) = ex(A cos 3x + B sin 3x). Soit y la solution qui vérifiée y(0) = 1 et

y′(0) = 2, alors 1 = A et puisque y′(x) = ex(A cos 3x + B sin 3x) + ex(−3A sin 3x +

3B cos 3x) alors 2 = y′(0) = A + 3B = 1 + 3B. On déduit que

y(x) = ex(cos 3x + 1
3 sin 3x).

(b) L’équation caractéristique associée à l’équation homogène y′′ − 5y′ − 14y = 0 est

(EC) : r2 − 5r − 14 = 0

On a alors ∆ = 25 + 56 = 81. Donc il y a deux solutions : r1 = 5+9
2 = 7 et

r2 = 5−9
2 = −2 et par suite les solutions de l’équation homogène sont de la forme

y(x) = Ae7x + Be−2x.

Pour trouver une solution particulière on fait le changement y = zex. On a y′ =

z′ex + zex et y′′ = z′′ex + 2z′ex + zex. Donc si y est solution de y′′ − 5y′ − 14y =

(3x2 + 2x − 1)ex, alors en simplifiant par ex on trouve

(E ′) z′′ − 3z′ − 18z = 3x2 + 2x − 1.

Comme −18 ̸= 0, une solution particulière de cette équation est un polynôme de

degré éguale à 2. Soit z = ax2+bx+c, on a alors z′ = 2ax+b et z′′ = 2a. On remplace

dans l’équation (E ′), on trouve 2a − 3(2ax + b) − 18(ax2 + bx + c) = 3x2 + 2x − 1,

d’où

−18ax2 − 6(a + 3b)x + 2a − 3b − 18c = 3x2 + 2x − 1.
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Par identification on 
−18a = 3

−6(a + 3b) = 2

2a − 3b − 18c = −1

Donc a = −1
6 , b = − 1

18 et c = 5
108 . On déduit que z = −1

6x2 − 1
18x + 5

108 et par

suite yp = (−1
6x2 − 1

18x + 5
108)ex. On conclut que les solutions générales sont de la

forme

y(x) = yh(x) + yp(x) = Ae7x + Be−2x + (−1
6x2 − 1

18x + 5
108)ex.

(c) — L’équation caractéristique associée à l’équation homogène y′′ − 2y′ + 5y = 0 est

(EC) : r2 − 2r + 5 = 0

On a alors ∆ = 4 − 20 = −16 = (4i)2. Donc il y a deux solutions : r1 = 2+4i
2 =

1 + 2i et r2 = 1 − 2i. Par suite les solutions de l’équation homogène sont de la

forme

yh(x) = ex(A cos 2x + B sin 2x).

— Soit l’équation différentielle y′′ − 2y′ + 5y = 5x + 3. Comme 5 ̸= 0, une solution

particulière de cette équation est de la forme yp1 = ax+b. On a y′ = a et y′′ = 0,

donc −2a+5ax+5b = 5x+3 et par suite a = b = 1. On obtient alors yp1 = x+1.

— Soit l’équation différentielle y′′ − 2y′ + 5y = xex cos(2x), c’est la partie réelle de

l’équation

Y ′′ − 2Y ′ + 5Y = xe(1+2i)x.

Soit Z tel que Y = Ze(1+2i)x. On a Y ′ = Z ′e(1+2i)x + Z(1 + 2i)e(1+2i)x et Y ′′ =

Z ′′e(1+2i)x + 2(1 + 2i)Z ′e(1+2i)x + Z(1 + 2i)2e(1+2i)x. Donc si Y est solution de

Y ′′ − 2Y ′ + 5Y = xe(1+2i)x, alors en simplifiant par e(1+2i)x on trouve Z ′′ + 2(1 +

2i)Z ′+(1+2i)2Z−2Z ′−2(1+2i)Z+5Z = x et puisque (1+2i)2−2(1+2i)+5 = 0,

alors

(E ′) z′′ + 4iz′ = 0.

Comme 4i ̸= 0, une solution particulière de cette équation est une polynôme de
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degré 2. Soit z = ax2 + bx, on a alors z′ = 2ax + b et z′′ = 2a. On remplace dans

l’équation (E ′), on trouve 2a + 4i(2ax + b) = x, d’où

8aix + 4bi + 2a = x.

Par identification on a 
8ai = 1

4bi + 2a = 0

Donc a = − i

8 et b = 1
16 . On déduit que Z = − i

8x2 + 1
16x et par suite

yp2 = Re
(

(− i

8x2 + 1
16x)e(1+2i)x

)
= ex(x2

8 sin 2x + x

16 cos 2x).

On conclut que les solutions générales sont de la forme

y(x) = yh(x) + yp1(x) + yp2(x)

= ex(A cos 2x + B sin 2x) + x + 1 + ex(x2

8 sin 2x + x

16 cos 2x).

(d) L’équation caractéristique associée à l’équation homogène y′′ + 4y′ + 4y = 0 est

(EC) : r2 + 4r + 4 = 0

On a alors ∆ = 16 − 16 = 0. Donc il y a une solution double : r = −2 et par suite

les solutions de l’équation homogène sont de la forme

y(x) = (Ax + B)e−2x.

Pour trouver une solution particulière on fait le changement y = ze−2x. On a y′ =

z′e−2x −2ze−2x et y′′ = z′′e−2x −4z′ex +4zex. Donc si y est solution de y′′ +4y′ +4y =
e−2x

1 + x2 , alors en simplifiant par ex on trouve

(E ′) z′′ = 1
1 + x2 .

On a z′ = arctan x et par intégration par parties on trouve z = x arctan x−1
2 ln(x2+1)
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et par suite

yp =
(

x arctan x − 1
2 ln(x2 + 1)e−2x

)
.

On conclut que les solutions générales sont de la forme

y(x) = yh(x) + yp(x) = (Ax + B)e−2x +
(

x arctan x − 1
2 ln(x2 + 1)e−2x

)
.

Exrcice 4 :

(a) — L’ equation caractéristique associé à (E) est r2−4r+5 = 0. On a ∆ = −4 = (2i)2,

donc il y a deux solutions complexes r1 = 2 + i er r2 = 2 − i. On déduit que les

solutions de l’équation différentielle homogène sont de la forme

yh = e2x
(
A cos x + B sin x

)
.

— Soit z une fonction de sorte que y(x) = z(x)e2x soit une solution de (E). On

a y′(x) = z′(x)e2x + 2z(x)e2x et y′′(x) = z′′(x)e2x + 4z′(x)e2x + 4z(x)e2x. On

remplace dans (E), on trouve

(E ′) z′′(x) + z(x) = x2 + 1.

On a 1 ̸= 0, donc z = ax2 + bx + c. On remplace dans (E ′), on trouve 2a + ax2 +

bx + c = x2 + 1. Par identification, on trouve a = 1, b = 0 et c = −1. On déduit

que z = x2 − 1 et par suite yp(x) = (x2 − 1)e2x.

— On déduit que les solutions de (E) sont sous la forme

y(x) = yh(x) + yp(x) = e2x
(
A cos x + B sin x

)
+ (x2 − 1)e2x.

(b) Soit h une solution de (E), donc il existe A et B tels que h(x) = e2x
(
A cos x +

B sin x
)

+ (x2 − 1)e2x. On a

h′(x) = 2e2x
(

A cos x + B sin x + (x2 − 1)
)

+ e2x
(

− A sin x + B cos x + 2x
)

.
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Donc h′(0) = 2(A − 1) + B et par suite


h(0) = 1

h′(0) = 0
=⇒


A − 1 = 1

2A − 2 + B = 0
=⇒


A = 2

B = −2

On déduit que h(x) = 2e2x
(

cos x − sin x
)

+ (x2 − 1)e2x

(c) — Soit g(x) = f(ex), donc g′(x) = exf ′(ex) et g′′(x) = exf ′(ex) + e2xf ′′(ex). On

pose t = ex, on a alors

g′′(x) − 4g′(x) + 5(x) = exf ′(ex) + e2xf ′′(x) − 4exf ′(ex) + 5f(ex)

= e2xf ′′(ex) − 3exf ′(ex) + 5f(ex)

= t2f ′′(t) − 3tf ′(t) + 5f(t)

= t2(ln2 t + 1)

= e2x(x2 + 1).

On déduit que g est une solution de (E).

— Comme g est une solution de (E), elle est de la forme g(x) = e2x
(
A cos x +

B sin x
)

+ (x2 − 1)e2x, donc l’éxpresion de f est

f(t) = t2
(
A cos(ln x) + B sin(ln x)

)
+ t2(ln2 t − 1).

Exrcice 5 :

(a) On a S ′(x) = ∑+∞
n=1 annxn−1 = ∑+∞

n=0 an+1(n+1)xn et S ′′(x) = ∑+∞
n=2 ann(n−1)xn−2 =∑+∞

n=0 an+2(n + 2)(n + 1)xn. On remplace dans (E), on trouve

∑+∞
n=0 an+2(n + 2)(n + 1)xn+1 + 2an+1(n + 1)xn + anxn+1

= ∑+∞
n=1 an+1(n + 2)(n + 1)xn + an−1x

n + 2a1

= 0.

Donc


∀n ≥ 1 an+1(n + 2)(n + 1) + an−1 = 0

2a1 = 0
=⇒


∀n ≥ 1 an+1 = − an−1

(n+2)(n+1)

a1 = 0
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=⇒


∀n ≥ 2 an = − an−2

(n)(n+1)

a1 = 0

Si n = 2p + 1, puisque a1 = 0 alors a2p+1 = 0. Si n = 2p, alors



a2p = −
a2(p−1)

(2p)(2p + 1)
a2(p−1) = −

a2(p−2)

(2p − 2)(2p − 1)
.

.

.

a2 = − a0

2 × 3

On déduit alors que a2p = (−1)p

(2p + 1)!a0 et donc S(x) = ∑+∞
p=0

(−1)p

(2p + 1)!a0x
2p = a0

sin x

x
.

(b) On pose y0 = sin x

x
et on considère une fonction z de sorte que y = zy0 soit une

solution de (E). On a alors y′ = z′y0 + zy′
0 et y′′ = z′′y0 + 2z′y′

0 + zy′′
0 . On remplace

dans l’équation (E), on trouve

x(z′′y0 + 2z′y′
0 + zy′′

0) + 2(z′y0 + zy′
0) + xzy0 = 0.

Puisque y0 est solution de (E), alors z(xy′′
0 +2y′

0 +xy0) = 0. Donc l’équation devient

xy0z
′′ + 2(xy′

0 + y0)z′ = 0.

Donc z′′

z′′ = −2(xy′
0 + y0)
xy0

= −2y′
0

y0
− 2

x
. On déduit que ln |z′| = −2 ln |y0|−2 ln |x|+C,

d’où z′ = C1

(xy0)2 = C1

sin2 x
. On doit calculer alors

∫ dx

sin2 x
. On pose t = tan(x

2 ), on
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a alors dx = 2dt

1 + t2 et sin x = 2t

1 + t2 . Donc

∫ dx

sin2 x
=

∫ (1 + t2)2

4t2
2t

1 + t2 dt

=
∫ 1 + t2

2t2 dt

=
∫ 1

2t2 dt +
∫ 1

2dt

= − 1
2t

+ 1
2t) + C2

= − 1
2 tan(x

2 ) + 1
2 tan(x

2 ) + C2

=
− cos2(x

2 ) + sin2(x
2 )

2 sin(x
2 ) cos(x

2 ) + C2

= − cos x

sin x
+ C2.

On déduit que

y = zy0 = C1(
− cos x

sin x
+ C2)

sin x

x
= K1

cos x

x
+ K2

sin x

x

Exrcice 6 :

(a) i. Si S est solution de (E), alors :

2x(1 − x)S ′′ + (3 − 5x)S ′ − S

= 2x(1 − x)
+∞∑
n=2

ann(n − 1)xn−2 + (3 − 5x)
+∞∑
n=1

annxn−1 −
+∞∑
n=0

anxn

=
+∞∑
n=2

2ann(n − 1)xn−1 − 2ann(n − 1)xn +
+∞∑
n=1

3annxn−1 − 5annxn −
+∞∑
n=0

anxn

=
+∞∑
n=1

2an+1(n + 1)nxn −
+∞∑
n=2

2ann(n − 1)xn +
+∞∑
n=0

3an+1(n + 1)xn

− ∑+∞
n=1 5annxn − ∑+∞

n=0 anxn

= 0.

Par identification on trouve an+1 = 2n + 1
2n + 3an. On a alors



an = 2n − 1
2n + 1an−1

an−1 = 2n − 3
2n − 1an−2

. . .

. . .

a1 = 1
3a0

=⇒ an = a0

2n + 1 .
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On déduit que S(x) = ∑+∞
n=0 anxn = ∑+∞

n=0
a0

2n + 1xn = a0

+∞∑
n=0

xn

2n + 1 .

ii. On a lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣2n + 1
2n + 3

∣∣∣∣1, donc R = 1. On a bien S0(0) = 1, d’autre

part :

— Sur ]0, 1[ on a

1
2
√

x
ln(1 +

√
x

1 −
√

x
) = 1

2
√

x

(
ln(1 +

√
x) − ln(1 −

√
x)

)
= 1

2
√

x

( +∞∑
n=1

(−1)n−1 (
√

x)n

n
+

+∞∑
n=1

(
√

x)n

n

)
= 1

2

( +∞∑
n=0

(−1)n (
√

x)n

n + 1 +
+∞∑
n=0

√
x

n

n + 1

)
= 1

2

+∞∑
n=0

(−1)n (
√

x)n

n + 1 +
√

x
n

n + 1

= 1
2

+∞∑
n=0

2(
√

x)2n

2n + 1

=
+∞∑
n=0

xn

2n + 1
= S0.

— Sur ] − 1, 0[ on a

1√
−x

arctan(
√

−x) = 1√
−x

( +∞∑
n=0

(−1)n (
√

−x)2n+1

2n + 1

)
=

+∞∑
n=0

(−1)n (
√

−x)2n

2n + 1

=
+∞∑
n=0

(−1)n (−x)n

2n + 1

=
+∞∑
n=0

xn

2n + 1
= S0.

(b) i. On a x = t2, z′(t) = y(t2) + 2t2y′(t2) et z′′ = 2ty′(t2) + 4ty′(t2) + 4t3y′′(t2) =

6ty′(t2) + 4t3y′′(t2). Donc

(1 − t2)z′′ − 2tz′ = (1 − t2)
(

6ty′(t2) + 4t3y′′(t2)) − 2t(y(t2) + 2t2y′(t2)
)

= 2t
(

3(1 − t2)y′(t2) + 2t2(1 − t2)y′′(t2) − y(t2) − 2t2y′(t2)
)

= 2t
(

2t2(1 − t2)y′′(t2) + (3 − 5t2)y′(t2) − y(t2)
)

= 2
√

x
(

2x(1 − x)y′′(x) + (3 − 5x)y′(x) − y(x)
)

= 0.
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ii. On a (1 − t2)z′′ − 2tz′ = 0, donc z′′

z′ = 2t

1 − t2 , d’où ln |z′| = − ln |1 − t2| + C et

par suite z′ = C

1 − t2 . On déduit que

z = A
∫ dt

1 − t2 = A

2

∫ dt

1 + t
+ A

2

∫ dt

1 − t
= A

2 ln
(1 + t

1 − t
+ B

)
.

On conclut que sur ]0, 1[ on a y(x) = A

2
√

x
ln

(1 +
√

x

1 −
√

x

)
+ B√

x
.

(c) i. On a x = −t2, z′(t) = y(−t2) − 2t2y′(−t2) et z′′ = −2ty′(−t2) − 4ty′(−t2) +

4t3y′′(−t2) = −6ty′(−t2) + 4t3y′′(−t2). Donc

(1 + t2)z′′ + 2tz′

= (1 + t2)
(

− 6ty′(−t2) + 4t3y′′(−t2)) + 2t(y(−t2) − 2t2y′(−t2)
)

= −2t
(

3(1 + t2)y′(−t2) − 2t2(1 + t2)y′′(−t2) − y(−t2) + 2t2y′(−t2)
)

= −2t
(

− 2t2(1 + t2)y′′(−t2) + (3 + 5t2)y′(−t2) − y(−t2)
)

= −2
√

−x
(

2x(1 − x)y′′(x) + (3 − 5x)y′(x) − y(x)
)

= 0.

ii. On a (1 + t2)z′′ + 2tz′ = 0, donc z′′

z′ = − 2t

1 + t2 , d’où ln |z′| = − ln |1 + t2| + C et

par suite z′ = C

1 + t2 . On déduit que

z = C
∫ dt

1 + t2 = C arctan t + D.

On conclut que sur ] − 1, 0[ on a y(x) = C√
−x

arctan
√

−x
D√
−x

.

(d) Soit y une solution de (E) définies sur ] − 1, 1[. Donc d’après ce qui précéde sur ]0, 1[

on a y = AS0 + B√
x

et sur ] − 1, 0[ on a y = CS0 + D√
−x

. Pour que y soit continue sur

] − 1, 1[ il faut que B = D = 0 et A = C. On conclut que y est de la forme aS0 où

a ∈ R.
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Cauchy, baron Augustin (1789-1857), mathémati-

cien français. Né à Paris, Cauchy fait ses études

aux Ponts et Chaussées et commence sa carrière

comme ingénieur sur le chantier du port de Cher-

bourg. En 1816, il est nommé professeur de mé-

canique à l’Ecole polytechnique, et élu membre de

l’Académie des sciences. Puis, il enseigne l’algèbre

à la faculté des sciences de Paris et la physique au

Collège de France. Il a écrit trois grands traités :

Cours d’analyse (1821), Résumé des leçons sur le

calcul infinitésimal (1823) et Leçons sur les applica-

tions du calcul infinitésimal à la géométrie (1828).

Il clarifie les principes de calcul en analyse, et dé-

veloppe les concepts essentiels de limite, de conti-

nuité, d’intégrale et de convergence des séries. Il

s’intéresse également aux équations différentielles,

en particulier à l’existence et à l’unicité de leurs so-

lutions. Mais surtout, il établit les fondements de

la théorie des fonctions d’une variable complexe.

Figure 5.1 – Cauchy
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