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Introduction

Ce recueil d’exercices avec solutions a pour objectif, mettre a la disposition des futurs
enseignants de mathématiques un support en vue de consolider leurs savoirs disciplinaire en
analyse mathématique. D’un point de vue professionnel, le présent support vise a développer

chez les enseignants stagiaires les compétences suivantes :
— Matriser les notions d’analyse enseignées au secondaire ;

— Exploiter les outils d’analyse dans la résolution de problemes en tenant compte des orien-

tations pédagogiques ;

— Déterminer une stratégie de I’enseignement de I'analyse mathématique au secondaire qua-

lifiant en tenant compte des orientations pédagogiques.

Des situations qui mettent en jeu les notions de base acquises pendant le cursus post-baccalauréat
et qui sont en étroite connexion avec le programme scolaire du secondaire enseigné au lycée,
telles que les suites, la continuité, la dérivabilité, le calcul d’intégrales et les équations différen-
tielles, sont dispensées avec des esquisses de corrigés.
Dans un souci de donner au présent support une dimension a la fois épistémologique et di-
dactique, nous avons opté d’abord a une revue formelle pour certains concepts de topologie
générale, de fonctions a plusieurs variables et d’intégration, et ensuite évoquer certaines no-
tions transposées au programme du secondaire.

Je tiens a remercier le Pr Mohamed Chergui pour avoir lu, commenté et fait des remarques
sur ce document qui ont amélioré la rédaction. Je remercie également nos étudiants de la section

mathématiques pour les discussions et les commentaires fructueux.



Chapitre 1

Nombres réels et suites numeériques

1.1 Exercices

Exercice 1 :

In3
Montrer que v/2 et L2 n’appartiennent pas a Q.
n

Exercice 2 :
1) Montrer que Q est dense dans R.
2) Déduire que R\ Q est dense dans R.

Exercice 3 :

Montrer que (Vx € R) (Vy > 1) (3n € N) tel que y" > x.

Exercice 4 :
Trouver le minimum, le maximum s’ils existent, la borne inférieure et la borne supérieure des

ensembles suivants :
1. [0,1]NQ,
2. 10,1[NQ,
3=+ 5}

Exercice 5 :

Montrer que la borne supérieure de I'ensemble {x € Q / 2 > 0, 2% < 2} est /2.

Exercice 6 :
En revenant aux définitions, montrer que

1) la suite de terme général u,, = (—1)" est divergente,

3
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(=n"

n
n

3) la suite de terme général w,, = converge vers 0.
n3 +1

2) la suite de terme général v, =1 + converge vers 1,

Exercice 7 :
Soit (uy,),>1 une suite numérique, et soit (vy,),>1 la suite des moyennes de Cesaro, c’est-a-dire

la suite de terme général
uy + -+ up
n

Up =

1) Montrer que si (uy),>1 converge vers [, alors la suite (v,),>1 converge aussi vers [. On dit
dans ce cas que (u,),>1 converge en moyenne de Cesaro vers [.

2) Montrer que la réciproque de cet énoncé est fausse.

Exercice 8 :

1) Démontrer que pour tout = €]0, 1], on a

(%) In(l4+2) <z < —In(l —2z).

2) On se donne p € N*. Déterminer la nature de la suite (u,),>1 de terme général

Exercice 9 :

Soient (U, )nen €t (vn)nen les suites définies par

1) Montrer que ces suites convergent vers une méme limite, notée e.

2) Montrer que e ¢ Q.

Exercice 10 :

Soient (u,) et (v,) les suites données par

Uy, + Uy,
un+1 — 2

Un+1 = /UnUn

ug > 0, vy > 0,

Montrer que (up)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes.



1.1. EXERCICES 5

Exercice 11 :
Soit (u,) la suite définie par
Ug =0
Unt1 = \/@
1) Montrer que pour tout n € Ny on a 0 < wu, < 1.
2) Etudier la monotonie de (uy,).
3) Montrer que (u,) converge vers 1.
Exercice 12 :

22 —3x+6

Soit g la fonction définie sur I =|1, +o0| par g(x) = I
x JE—

Etudier la suite (un)n>1 définie par la donnée de uy = 5 et la relation de récurrence u, 11 = g(u,).

Exercice 13 :

Etudier la suite (uy),>o définie par la donnée de ug € [—4/3, +00[ et la relation de récurrence
Upt1 = v/ 3u, +4 oun > 0.

Exercice 14 :

Soit la suite définie par

Uo

0
14+ u,\3
()

Up+1 =

1) Vérifier que 0 < u, < 1 pour tout n € N et montrer que (u,),>o converge et donner sa

limite.

2) On pose v, = —1 + Yu,,. Montrer que (v,) est une suite géométrique et déduire que u,, =
1\n\3

(1-G))

Exercice 15 :

Donner le terme général dans les cas suivants :

1) (Fy)n>0 la suite de Fibonacci donnée par Fy = 0, F; = 1 et par la relation de récurrence

Foro = Fup1 + Fy.

2) (un)n>0 la suite donnée par ug = 5, u; = 6 et par la relation de récurrence o = 6,11 —9Uy,.

3) (Vn)n>o0 la suite donnée par vy = 5, v; = 1 et par la relation de récurrence v, 19 = —9v,.

Exercice 16 :
. e , m(—1)F
Soit la suite définie par le terme genérale u, = » o
k=0

1) Montrer que (u,,) est une suite de Cauchy.
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2) Supposons que (u,) converge vers [ = % e Q.

i Vérifier que (ug,) est décroissante et (ug,.1) est croissante et déduire que
a
(%) 0 < ugpqr < 3 < Uszp.

ii En multipliant I'inégalité (x) par (2n)!b, vérfier que

b 2 (2n)!
- <a(2n)! = b (-2 <.
TS RGO
iii Déduire que si n > —— alors usy, =

g-

3) Conclure.

Exercice 17 : (Construction de R)

Soit A I'ensemble des suites de Cauchy de Q et J ’ensemble des suites de Q qui convergent

vers 0.
1. Vérifier que (A, +, x) est un anneau commutatif unitaire.
2. Montrer que J est un idéal maximal.

3. Déduire que /J est un corps (le corps des nobmres réels noté R).

1.2 Solutions

Exercice 1 :

1. Supposons que v/2 € Q, donc il existe (p,q) € Z x N* avec p A ¢ = 1 tel que v/2 = %.

2

Donc 2 = p—Q, d’ott p? est pair et par suite p est aussi pair ce qui implique que p = 2k
q

et donc 2¢® = 4k%. On déduit que ¢ aussi est pair ce qui est absurde car p A ¢ = 1. On

conclut que v2 ¢ Q.

In 3 In3
2. Supposons que ln—Q € Q, donc il existe (p,q) € Z x N* tel que 111—2 — P pon g = 2P,
n n q

ceci n’est pas possible car 3 et 2 sont premiers entre eux.

Exercice 2 :

1. Soient x et y dans R tels que z < y. Montrons qu’il existe r € Q tel que x < r < y. Soit

1
m = E(y%x) etn = E(x(m+1)). On poser = n++1 Onaalorsn < z(m+1) < n+1, d’ou
m
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1 1 1
<z < nt = r. D’autre part comme m < <m+1,alorsy —x >
m+1 m+1 Yy—T m+1
t ite y > +x > + n ntl O lut <r<
et par suite x = = r. On conclut que x < r :
P Y1 T T el T mtrl mtl . Y

2. Soient z et y dans R tels que z < y, donc v/2x < v/2y. D’apres 1 il existe r € Q tel que

V2 <1 < v/2y. On pose z = ,onaalors z€ R\Qet x <z <uy.

r
V2
Exercice 3 : Supposons que ceci n’est pas vrai, donc (3z € R) (Jy > 1) (vVn € N) tel que

y" <z.Dou (VneN)n < }E—z ce qui est absurde.
Exercice 4 :

1. Soit A=1[0,1]NQ. Onamin A =inf A =0 et max A =sup A = 1.

2. Soit B =]0,1[NQ. On a inf B=0 et supB = 1.

1 1 5
3. Soit C' = {(=1)"+— n € N"}. On a —1 est un minorant et max C' = sup C' = 1+1 =T
n
Soit @ = inf C. Supposons que a > —1, d’apres la propréé d’Archimede il existe £ € N
tel quen =2k +1 > . D’ou
o+
a>—1 4 — (_1)2k+1 4 ; — (_1)n + l
2k +1 2k+1 n

Ce qui est absurde, on déduit que inf C' = —1.

Exercice 5 : Soit a =sup{z € Q / = > 0, 2? < 2}.

1. Sia <2, ilexister € Qtel que v <7 < /2. Dot r? < 2 et parsuiter € {r € Q / z >

0, 22 < 2}, ce qui est absurde car « est le sup.

2. Sia > 2, il existe r € Q tel que a > r > /2. Dol r est un majorant rationnel de

{reQ /x>0, 2% <2}, ce quest absurde.

On déduit que /2 = sup{z € Q / = > 0, 2> < 2} c-a-d que cet ensemble n’admet pas de borne

supérieure dans Q.

Exercice 6 :

1. Soit L€ Ret e = 3. On a (Vn € N) (3p > n) tel que

1
-1 > —=.
‘up ‘ 9

Il suffit de prendre p = 2n ou p = 2n+ 1, donc |u, — | = [1 = 1| ou |u, — | = |-1 —1].
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On a alors |1 —I| > 5 ou |-1 —1| > 1, sinon

1 1

ce qu’est absurde.

2. Soit € > 0. D’apres la propriété d’Archimede il existe N € N tel que % < N,doncVn > N

on a

(="

n

1
|Un—1|=‘ =—<e.
n

3. Soit € > 0. D’apres Archimede il existe N € N tel que % < N, donc Vn > N on a

’n‘_1<1
n4+1l n2+ 17

< E.

1
|w, — 0] = —
n

<
n? —

Exercice 7 :

1. Soit € > 0. Comme (uy,),>1 converge vers [ alors il existe N € N tel que Yn > N on a

€ ,
lup, — 1] < 3" Par conséquent,

w4+ Uy
v, = 1] = l—l’
n
|ur et un —nl
B n

N (T L Eh e — 1]

n

< —+

31Q
IR

Avec C est une constante telle que XV |uy, — | < C. 1l existe N; € N tel que Vn > N,

C
— < % On déduit que pour n > max{N, N1} on a |v, — | < g, d’ou (v,),>1 converge
o >

aussi vers .

2. Soit (up)p>1 la suite numérique définie par w, = (—1)". La suite (v,),>; définie par

Uy, = %Z’f u, converge vers 0 car > 7 u, est soit 0 si n est pair soit —1 si n est impair.

Donc (uy,)n>1 converge en moyenne de Cesaro vers 0 mais (uy,),>1 diverge.

Exercice 8 :

1. Pour ¢ €]0,1] on a 1%1& <1< %_t On déduit que pour tout z €]0,1] :

T dt x z ¢
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1
2. Si on applique 1 pour x = z on trouve

1 1 1
Inl+-)<-<-In(1—-—
n(l+2) <o <-In(l-)
par suite
1
In(k+1) —In(k) < Z < —In(k —1) + In(k).

On déduit que

1

In(pn+1) —In(n) < u, = i"z < —In(n —1) + In(pn).
k=n

|

1
Comme lim,, [ln(pn +1)— ln(n)} = lim In(p + =) = Inp et lim, { —In(n—1) +
n

n—oo

ln(pn)} = lim In(p + %) = Inp, alors (u,)n>1 converge et lim, . u, = Inp.

Exercice 9 :

1. Montrons que (uy,), et (v,), sont adjacentes. Il est claire que (u,,), est croissante. D’autre

part :
- 1 P 1 n 1 1 1 1
Un — Uy = — e — —_— e e —
o 1! n+1!" n+1! 1! n! nl
2 1
T n+1 nl
_1-n
S on 41 .
Donc (vy,)n>1 est décroissante. On a aussi lim v, —u, = lim — = 0. On déduit que
= n—-+oo n——+oo n

(Un)n>1 €t (vy)n>1 sont adjacentes donc elle converge vers la méme limite e.
2. On a u, < e < v,. Supposons que e € Q, donc I(p,q) € N x N* tel que e = g. On a alors

nlu, < nle < nly,, dou :

n! P n!
a:n!+---+ﬁ+---+1<n!§<a+1:n!+---+y+---+1—|—1.

Si on prend n > ¢, alors b = n!% €Neta<b<a+1cequ’est absurde. On conclut que

e & Q.

Exercice 10 : Par récurrence on montre facilement que w,, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.
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D’autre part

Up+1 — Unt1l = — 5 — VUnUn

Uy +
% < Uy €t Vg1 = /UnUy > Up.

On déduit que (uy,)n>1 est décroissante minorée par vy et (vy,),>1 est croissante majorée par uy,

On déduit que w,, > v, pour tout n > 1. Donc u, 1 =

par suite (u,)n>1 et (v, )n>1 convergent respéctivement vers [ et I’. Par passage a la limite on

trouve

I+
l:L

I =V
D’ou l =1 et par suite (u,>1) et (v,>1) sont adjacentes.

Exercice 11 :

1. On a 0 < ug < 1. Supposons que pour n donné on a 0 < u,, < 1, donc

1+upn
+T_1 Uy, — 1 <o.

JE -1 a(Em) T

On déduit que pour tout n € N, ona 0 < u, < 1.

_ /14w
un+1 — U, = Tﬂ — Up

14w 2
_ o tun

1+un—u%

2V )

2(1—un)(un+%)

2( /H#_,_un)

> 0.

0< Upt1 €6 Upip — 1=

2. On a

On déduit que (u,) est croissante.

3. La suite (u,) est croissante majorée par 1, donc elle converge vers [ < 1. On a u,1 =

\/ 1+2“”, par passage a la limite on trouve [ = 1T+l, doul=1.

Exercice 12 :

22—2z-3 __ (z+1)(z-3
(z=1)% —  (z—1)?

La fonction g est continue sur I. D’autre part on a ¢'(z) = ), donc g
est croissante continue sur J = [3,4o00[. De plus ¢(3) = 3, d’ou ¢g(J) C J. D’autre part

uy = g(ug) = g(5b) = 4, donc (u,) est décroissante. Montrons par récurence que pour tout
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n € N,onau, > 3. Onauwu =5 > 3. Supposons que pour n donné on a u, > 3, donc
Unt1 = g(un) > ¢(3) = 3. On déduit que pour tout n € N, on a u,, > 3. La suite (u,) est alors
décroissante minorée donc elle converge vers un point fixe de g, or g(x) = x implique =z = 3

donc lim,,_, o u, = 3.

Exercice 13 :

— Soit f(z) =+/3z + 4. On a f est définie et continue sur I = [—4/3, +oo] et f'(z) = 2\/%,
donc f est croissante sur I et f(I) = [0,400[C I. Aussi I’équation f(z) = z admet —1 et

4 comme solutions.

— Si up < 4, on montre facilement par récurrence que u,, < 4 pour tout n. On a aussi

Bug+4—ud  —(ug+1)(ug —4)
* U — Uy = V3ug +4 —ug = = .
() ! 0 0 0 \/3U0+4+U0 \/3U0+4+UO

Si ug < 0 alors u; = /3ug+4 > wug et si 0 < ug < 4 alors (%) implique aussi u; > .
Donc (u,) est une suite croissante majorée par 4, elle converge alors vers un point fixe de

f qui est ici 4.

— Siug > 4, on montre facilement par récurrence que u,, > 4 pour tout n et par suite d’apres
(%) on a ug > uy. Donc (u,) est une suite décroissante minorée par 4, elle converge alors

vers un point fixe de f qui est 4.

— Si ug = 4 alors (uy),>0 est une suite stastionnaire.

Exercice 14 :

(1+2{>/u_n)3<1

1. Ona0 < wuy < 1. Supposons que pour n donnéon a0 < u, < 1,donc0 <

par suite 0 < u,, < 1 pour tout n € N. D’autre part

= Uy,

1+ u,\3 Uy, + U3 3
(2\/_) z(\/_Q\/_) ~ (i)

Up4+1 =

Donce (u,),>¢ est croissante majorée par 1 d’ou elle converge vers [. Comme u,,; =
n)n>0 n+

1+ Y, 1+ V1 1+ V1
(+2\/u_)3 —’—2\/_)3 donc /I = +2\/_ dot V1 =1

, par passage a la limite on a [ = (

et par suite [ = 1.
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2. On a
Upt1 = -1+ \3/ Un+1

_ 14 1+ w/un

-1+ {‘*/u_n

2

1
= E’Un
L L Lin L
Donc (vy,) est une suite géométrique de raison 5. On a alors v, = (5) vy = —(5) . On
1 Lyn\3

déduit que u,, = (1 — (5) ) .

Remarque : On retrouve lim,,_,, u, = 1.

Exercice 15 :

1. L’équation caractéristique associée & F, o = F,.1 + F, est 2 —r — 1 = 0. Elle admet

1++5 1-+5
9 9

et ry = . Donc

comme solutions r; =

F, = Ar] 4+ Bry = A(

)" + B(

1++v5 1—+v5
2

D’autre part

On déduit alors que A =

{ —0=A+B

= A(*Y5) + B(155)
vh o
5

D
= 5 et par suite

F, =

V5, 1+vV5., V5, 1-+5,
E{ 2 )_3% 2 )"

2. L’équation caractéristique associée & 19 = 6tyi1 — U, est 72 —6r+9=0. Ona A = 0,

donc la solution est » = 3. D’ou
= (A+ Bn)r'" = (A+ Bn)3".
D’autre part

Ug ) A
w =6=(A+DB)3

On déduit alors que A =5 et B = —2 et par suite u,, = (5 — 2n)3".

3. L’équation caractéristique associée & v,10 = —9v, est 7> +9 = 0. On a A < 0. Les



1.2. SOLUTIONS 13

. . ;T . _, \
solutions sont r; = 37 = 3¢*2 et r; = —3i = 3e '2. D’ou

T

v, = 3"(A cos(n2) + Bsin(ng)).

D’autre part
A

3B

5

Vo

(i 1

On déduit alors que A =5et B =

Wl ———

1
et par suite v, = 3"(5 cos(ng) +3 sin(ng)).

Exercice 16 :

1. Soitz—:>OetN>2telque%<5.Pourtoutm>nZNOna

L |
U — Un| = Z 7l
k=n+1 """

1 1 1 1
- (14 + +o
(ntl)!( (ln—|—2) (n+2)(711+3) (n—|—2)(n—|—3)...m)
Shanittate ot gms)
11—k
_(ngl)! 1—-3
<
~ (n+1)!
1
Si
1
< —
- N
<e.

On déduit que (u,,) est une suite de Cauchy.
2. Supposons que (u,) converge vers [ = % € Q.

i Ona Mm+2 (_1\k 20 (_1\k
(1) (1)

Ugn42 — U2p = Z Ll - Z Ll
k=0 k=0
B 1 1
S 2n+2)! (2n+1)!
1 1

—1
(2n—|—1)!(2n+2 )
< 0.
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Donc (ug,) est strictement décroissante. On a aussi

2n+3 (_1)k 2n+1 (_1>k

U2n43 — U2pt1l = Z o Z X
k=0 k=0
B 1 1
 2n+3)! (2n+2)!
B 1 ( 1 +1)
(2n+2)" 2n+3
>0

D’ott (ug,11) est strictement croissante. D’autre part comme (u,,) converge vers [ =

% € Q, alors (uz,) N\ et (ugps1) 1. Donc

() 0< U €7 <
ii En multipliant I'inégalité (x) par (2n)!b, on trouve
0 < (2n)lbug,s1 < (2n)la < (2n)!bug,.

D’ou
(2n)'bugp 11 — (2n)!bus, < (2n)la — (2n)!bus, < 0.

On déduit que

b 2n ( )
— <a2n)!—=b)» (—1)"—*= <0.
o1 = kzo( K
-1
iii Si n > alors —1 < —le D’autre part a(2n)! — b3 2" (—1 )k(zn) € Z. On

a
déduit que a(2n)! — b3, (— )’“(2; = 0 et par suite ug, = 7

a
3. Comme (usg,) est strictement décroissante alors ug, = 7 est impossible, d’ot [ € Q. On

déduit que (ug,) est une suite de Cauchy de Q qui converge mais pas dans Q. On dit que

Q n’est pas complet.

Exercice 17 :

1. 11 est facile de voir que (A, +) est un groupe commutatif, la loi x est distributive par

rapport a + et (1,), est ’élément unité pour x ou 1, = 1 pour tout n.

2. 1l est clair que (J,+) est un groupe commutatif. Soit a = (u,) une suite de Cauchy et
b = (v,) une suite de Cauchy qui convergent vers 0. On a alors a x b = (u,, X v,). Comme

(uy) une suite de Cauchy, elle est alors bornée. On déduit que (u, X v,) converge vers 0
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et par suite a X b € J.

Soit J un idéal tel que J & J C 2. Il existe alors une suite (u,) € I\ J et 7 > 0 dans
Q tels que |u,| > r pour tout n. On pose v, = t La suite (v,) est de Cauchy. En effet
soit ¢ € Q. Comme (u,) est de Cauchy il existe N tel que pour tous m,n > N on a

|ty — | < r2e. On déduit que

D’autre part comme J est un idéal alors (u,,) X (v,) =1 € J, d’out J = 2. On déduit que
J est un idéal maximal.

3. Comme J est un idéal maximal alors 2/J est un corps (c’est le corps des nombres réels

noté R).

George Cantor (1845-1918), mathématicien
allemand fondateur de la théorie des en-
sembles. Né & Saint-Pétersbourg (Russie),
Cantor fait ses études a Zurich et a Ber-
lin, ou il était 1’éleve du mathématicien alle-
mand Weierstrass. Sous l'influence de celui-
ci, il tente de définir rigoureusement les
nombres réels, s’intéressant particulierement

aux nombres irrationnels. Il démontre en 1872

que chacun de ces derniers est la limite d’une
suite convergente de nombres rationnels. Il FIGURE 1.1 — George Cantor

établit ensuite que I’ensemble des réels n’est

pas dénombrable.




Chapitre 2

Fonctions continues

2.1 Exercices

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie par :

0 size@Q
1 sizeR\Q

fz) =

Montrer que lim,_,, f(x) n’existe pas pour tout a € R.

Exercice 2 :

Soit la fonction f définie sur R par

x—l—l)’.

flz) = ‘$—2E( 5

1. Etudier la continuité de f.
2. Représenter graphiquement f sur Uintervalle [—2, 2].

3. Montrer que la fonction f est paire et périodique de période 2.

Exercice 3 :
Soit f : R — R la fonction définie par : f(z) = (I — E(x)) (1 —x+ E(m))
1. Montrer que f est périodique de période égale a 1.

2. Montrer que f est continue sur R.

16
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3. Dessiner le graphe de f.

Exercice 4 :
1) Prouver que I’équation (1 — z) cosz = sinz admet au moins une solution dans ]0, 1[.

2) P étant un polynéme non nul, I'équation |P(z)| = € admet au moins une solution dans R.
Exercice 5 :
T
Soit f la fonction définie sur R\ {5 + kr | k € Z} par f(z) = tan(z) — .
1- Vérifier que f est strictement croissante sur chaque intervalle

Jkr — g,/m + g[.

2 - Montrer que pour tout entier n € N, I’équation tan x = x possede une solution unique notée

m m
—,nm+ —|[.

u,, dans Uintervalle nm —
2 2

3 - On pose v, = u, — nm.
i. Calculer f(v,).

ii. Déduire que la suite (vy,),>0 est strictement croissante.

. ™
iii. Montrer que la suite (v, ),>0 converge vers 7

Exercice 6 :

Soit f,, la fonction définie sur R par f,(x) =z — COS(E) avec n > 2.
n

1- Montrer qu’il existe un unique z,, €]0, 1] telle que f,(x,) = 0.

n+ 1)'
3- En déduire que (z,,),>2 est strictement croissante et qu’elle converge.

2- Montrer que pour tout x €]0,1[ on a cos(z) < cos(
n

4- Montrer que lim =z, = 1.
n—+o0o

Exercice 7 :
Soit f, la fonction définie sur [0, 1] par f,(z) =1 — 2 — In(1 + z").
1. Montrer qu'il existe un unique x,, € [0, 1] telle que f,(x,) = 0.
2. Montrer que pour tout n > 1, f,11(z,) > 0.
3. En déduire que (z,)nen+ est monotone et qu’elle converge vers une limite .

4. Montrer que [ = 1.

Exercice 8 :

Soit f continue sur [a, b] & valeurs dans [a, b]. Montrer que f a un point fixe.
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Exercice 9 :

Soit f : [a,b] — R croissante et D = {z € [a,b] / f n’a pas de limite en z}.

1.

Montrer que pout tout zy €|a,b| les limites lim, nat [ (x) et lim, . f(z) existent et
déduire que lim,_, - fz) < fxg) < lim, .« f(z).
Soit xy €|a, b[. Vérifier que xy € D si et seleument si lim, sy S () < lim, Sat S ().
Soient € > 0 et D, = {xz € DN|a,b[ / lim, .+ f(z) — lim,_,, f(z) > e}

i . Soient 1 < x9 < --- < x, dans D.. Montrer que ne < f(b) — f(a).

ii . Déduire que D, est fini.

Conclure que '’ensemble D est dénombrable.

2.2 Solutions

Exercice 1 : Soit a € R. Puisque Q et R\ Q sont denses dans R, alors il existent (z,), C Q

et (y

w)n C R\ Q telles que (z,,), et (y,), convergent vers a. On a alors

lim f(z,) =0#1= ylj%f(yn>

Tp—a

D’ou lim,_,, f(x) n’existe pas.

Exercice 2 :

1.

2.

1
Soit m = E(””TH>, donc m < 91:—21— < m+1 et par suite 2m — 1 < z < 2m + 1. Sur
I'intervalle [2m — 1,2m + 1] la fonction f est f(z) = |x — 2m| donc f est continue sur

Unmez]2m—1,2m+1[= R\{2m+1 /m € Z}. Etudions la continuité aux points 2m-+1. On a

li = i —2m|=1let 1 = i -2 1)| =
:c—>(21nrmr-l&-1)* f(:E) :c—>(21nrmr-l&-1)* |.I‘ ml ¢ z—>(217£LI-11-1)+ f((E) a:—>(217£zr-1&-1)+ |J} (m + )|
2m +1—2(m+ 1)| = |—1] = 1. On déduit que f est continue aux points 2m + 1 et par

suite f est continue sur R.

Le graphe de f sur [—2,2] est
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e axey, .
o ‘,,,},,,,, ,,,,,,,,,,,,,,:,,

o axe X
-4 -3 -2 -1 ¢ 1 2 3 14
S A

FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction f(x) = ’x — 2E<L1)‘

3. — OnaDy=R,doncVz € Dy ona—z & D;. Remarquons d’abord que si a ¢ Z alors
E(—a) = —E(a) — 1. Donc si 1 ¢ Z alors on a

f(=z) = —x—2E<_’”2+1>‘
= |-z —2B(1-=5!)

- J-s-2fr+ £(- )
- |-x-2(1 - B(<5) - )

2

= |-z +2B(2))|
- Je-25(=)
= f(a).

SiZHl =m e Z,alorsx =2m—1et f(z) = [2m — 1 — 2m| = 1. D’autr part puisque

E(—m)=—E(m), on a

f(=2) =|-2m+1-2B(=52)|
=|-2m+1-2B(1 - =)

On déduit que Vo € Dy on a f(—z) = f(z), donc f est paire.
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— Ona Dy =R, donc Vo € Dy onax+2¢c Dy. De plus

flr+2) =|v+2-2B(=2)
= |z +2-2B(= +1)|
= |z +2-2E(=) - 2|
=|o—2B(=f)|
= f(x).

Exercice 3 :

1. Ona Dy =R, donc Vo € Dy ona o+ 1 € Dy. De plus

flx+1) = (z+1-EX
= (x+1—E(x)—1)<—x—l—E(m)—l—1)
= (a:—E(x)) (1—x—|—E(3c))

= f(=).

2. Pour m € Z on a E(x) = m sur 'intervalle [m, m + 1[ donc f(x) =

x—l—l))(l—x—l—i—E(m—l—l))

(rm)(1 e m).

d’ott f est continue sur Jm,m 4 1[. On déduit que f est continue sur R\ Z. Etudions la

continuit¢ aux points m. Ona lim_ f(z) = lim (x—m) (1—x+m) =0et lim f(z)=
rT—m=

T—m

lim (x—m+1))(—x+m):0.

r—m-

T—m—

3. La fonction f est périodique de période 1 et sur U'intervalle [0,1] on a E(z) = 0, d’ou

f(x) = 2(1 — x) = —2? + 2. On déduit alors le graphe de f sur R :

L axey,
e R R e S
NN TN 3 ‘ P\l
-4 =3 -2 -1 L2 3
R e

Exercice 4 :
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1. On pose f(z) = (1 —x)cosx —sinz. La fonction f est continue sur [0, 1], de plus f(0) =
1 >0et f(1) = —sin(l) < 0 car 1 € [0,5]. Donc d’aprés TVI il existe au moins un
c €]0,1] tel que f(c) =0, ce qui est équivalent & (1 — z) cosx = sinz admet au moins une

solution dans 0, 1].

2. On pose g(z) = |P(z)| — €*. La fonction g est continue sur R, de plus lim_., g(x) = +00
et lim; o g(x) = €*(|P(z)|le™® — 1) = —oo. Donc d’aprés TVI il existe au moins un ¢ tel
que g(c) = 0, ce qui est équivalent a (1 — x) cosz = sinz admet au moins une solution

dans R.

FIGURE 2.3 — Graphe de la fonction f(z) = (1 — z)cosz —sinz et g(z) = |2° + 2z + 3| — €”

Exercice 5 :

s
2
stricte si x # kw. Donc f est strictement croissante sur chaque intervalle

1. Sur l'intervalle [km — g, kr+ =[ona f'(r) = 1+tan?(z) — 1 = tan?(z) > 0 avec inégalité

[k — g,lm + g[.

2. Comme f est continue sur chaque intervalle |nm — g, nm + z[, lim  f(x) = —o0 et

2 r—(nT—5)~

lim  f(x) = +oo et f est strictement croissante, alors il existe un unique u, dans

z—(nr—3)+F

I'intervalle |nm — z, nm+ g[ tel que f(u,) = 0. D’ol u, est 'unique solution de ’équation

20 m
tanx = x dans |nm — —,nmT + —[.
2 2
3. i Ona f(v,) = f(u, — nm) = tan(u, — nw) — (u, — nmw) = tan(u,) — u, + nrT = nw

car tan(u,) = uy,.
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[ donc bijective et f~! est aussi strictement croissante, d't v, < v,;;. On

&l

)

&l

ii. Ona f(v,) =nm < (n+1)m = f(v,41). Or f est strictement croissante continue sur

1 : , Tom
déduit que (vy,),>0 est strictement croissante sur | — BL 5[

T L .
5[, (vn)n>0 est majorée croissante, elle converge alors vers

k |k

iii. On a (Un)nZO C] -

alors f(l) < 400. Or v, <[, donc f(v,) = nm < f(l) pour

™ T .

[}

SHEN

400 absurde. On déduit que [ =

tout n € N et par suite f(/)

tan(x) — x.

FIGURE 2.4 — Graphe de la fonction f(x)

Exercice 6 :

1. On a f, est continue sur R et f,(0) x f,(1) = (=1) x (1 —cos(1)) < 0. Donc d’apres le

) > 0, donc f est

=14+ sin(%

TVI il existe x,, €]0, 1] telle que f,,(x,) = 0. De plus f/(x)
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strictement croissante et par suite x,, est unique.

x
2. On a 7 > %5 et puisque cos(r) est strictement décroissante sur ]0, 7, alors cos(—) <
n
x
cos .
<n + 1)
3. Ona fu(x) (5) > @ = cos(——=) = fusa(x). D
. Ona f,(x) =2 —cos(=) >z — cos(——) = fnr1(z). Donc
n n+1 i

fa(Tni1) > fori(@ng) = 0= folz,).

Or f,, est strictement croissante continue sur ]0, 1[, donc bijective et f, ! est aussi stricte-

ment croissante. D’ou

Tpt+1 = fn_l © fn(anrl) > fn_l © fn(xn) = Tn-

On déduit que (x,,),>2 est strictement croissante et puisqu’elle mojorée par 1, elle converge.

T T T
4. Ona0 <z, <1,donc lim — = 0 et par suite lim cos(—) = 1. Or z,, = cos(—),
n——+oo n, n——+00 n n

donc lim =z, =1.
n——+00

Exercice 7 :

1. On a f, est continue sur [0,1] et f,(0) x f,(1) = (1) x (—=1In(2)) < 0. Donc d’apres le

1

TVI il existe x,, €]0,1] telle que f,(z,) = 0. De plus f!(z) = —1 — 22"

< 0, donc f est

1+zn
strictement décroissante et par suite z,, est unique.
2. On a f,(z,) =0, donc 1 — z,, = In(1 + z7). Par suite
foi(zn) =1—2, —In(1 + 2" =In(1 + 27) — In(1 + 2" = ln(ﬂ) >0
n+ n n n n n 1 + l’g—’_l )
1+
car ————.
1+ aptt

3. On a fri1(zn) > 0= fuy1(zpy1). D’autre part f,, 11 est strictement décroissante continue

sur ]0, 1], donc bijective et f, ! est aussi strictement décroissante. D’ott

Ty = fn_—i}l © fn—l-l(xn) < fn_—i}l © fn—l-l(xn-i-l) = Tny1-

On déduit que (z,,),>2 est strictement croissante et puisqu’elle mojorée par 1, elle converge

vers |.

4. Supposons que I < 1 donc lim ["=0.0na0<1-—xz,=In(l+2]) <In(l+1["). Par

n—-+oo
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passage a la limite on trouve que [ = 1 alors que [ < 1, ce qui est absurde. On déduit que

=1

FIGURE 2.5 — Graphes des fonctions f,(z) =1 —x — In(1 + 2™) pour n = 2, 3,4, 5,10, 20, 100
et 1000.

Exercice 8 :
Si f(a) =a ou f(b) = b c’est fini. Sinon f(a) > a et f(b) < b, dans ce cas soit g(z) = f(x) — .
La fonction g est continue sur [a, b], g(a) < 0 et g(b) > 0. Donc d’apres le TVI il existe ¢ €]a, b]

tel que g(c) = 0. Le point ¢ est alors un point fixe de f.

Exercice 9 :
1. Soit zg €la,b] et I'(zo) = {f(x); « € [a,xo[}. Comme f est croissante, I'ensemble I'(x)
est majoré par f(zg) donc [ = sup['(zg) existe. Montrons que [ = lim,_, - f(z). Soit
e > 0, donc il existe yy € [a, x| tel que I —e < f(yo) < 1. On pose § = x¢ — yo. On a alors

pour tout x €|zg — 6, x| :

l—e< f(y)=flzo—0) < f(z) <l

On déduit que |f(z) — ] < € et par suite | = lim, - f(z). Donc lim, - f(z) existe et

lim >

— f(x) < f(zg). De méme on montre que lim,, .+ f(z) existe et lim, - f(z) >
S (o).

2. Soit 29 € D. Puisque lim,_, - flz) < f(xg) < lim,, .+ f(x),si lim,,_, flz) = lim,_,,+ f(zx)
alors f a une limite en zy et donc 9 ¢ D ce qui est absurde, donc lim, Dy flz) <

lim, .« f (x). Réciproquement si lim, g S () < lim, St S (x) alors f n’a pas de limite

en xg et donc g € D.
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3. (a) Comme f est croissante et xy < xj41, alors on a lim, - f(z) > lim, .+ f(z) et
+

par suite — limu,v_m;+1 flz)+ lim,, .+ f(z) <0. On déduit que

ne < (limx_mi f(z) —lim,_, - f(a:)) NI (limx_)xf f(z) — limx_m; f(:v))
= lim,_,+ f(z) + ( —lim, - f(z) + lim,_, + f(:v)) +ooe = limy_, - f(2)
< f(b) = f(a).

(b) Comme n < M, alors le nombre des élement de D, ne peux pas étre infini.

4. 1l est facile de vérifier que D = Upens D% et par suite D est dénombrable.

Newton et Leibniz fondateurs du calcul infinitési-
mal moderne, qui, dans les années 1660 et 1670,
démontrent notamment le théoréme fondamental

stipulant qu’intégration et dérivation sont des opé-

rations inverses. Le développement des techniques
de calcul par Newton, inspirées par ses travaux en
physique, précede en fait les résultats de Leibniz, FIGURE 2.6 — Newton
mais Newton tarde a publier ses conclusions. Fi-

nalement, ce sont les notations de Leibniz qui sont

d
adoptées, comme les symboles d—f pour les déri-
x

vées et / pour les intégrales.

FIGURE 2.7 — Leibniz



Chapitre

Fonctions dérivables

3.1 Exercices

Exercice 1 :
Etudiez la continuité et la dérivabilité et calculez la dérivée de la fonction définie sur R par :
N
xsin— six #0
x

flz) =
0 sir=20

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R par f,(z) = e 2" avec n € N.
1. A P’aide de la formule de Leibniz montrer que f*)(x) = Py(z)e™ ou Py est un polynome.

2. Pour k < n calculer P;(0).

Exercice 3 :

er siz <0
On considere la fonction f : R —— R définie par f(z) = :
0 sizx >0

1. Démontrer que f est dérivable sur R.

2. Etudier 'existence de f”(0).
P (x)

xQn

1
x

ez,

3. On veut montrer que pour z < 0, la dérivée n-ieme de f s’écrit () (z) =
ou P, est un polynome.
i. Trouver P; et Ps.
ii. Trouver une relation de récurrence entre P, ; P, et P! pour n € N*.

4. Montrer que f est de classe C*.

26
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Exercice 4 : .
r?cos— siz#0

Soit f la fonction definie par :f(x) = x )

0 siz =0

Montrez que f est dérivable en 0, et que, pourtant, la limite lim,_,o f'(z) n’existe pas.

Exercice 5 :

1. Montrer que :

1 n 1 n+1
Vn € N* (1—|—> <e<(1—|—> )
n n

2. Soient x et y réels avec 0 < x < y. Montrer que = < gL
Iny —Inzx
3. Montrer que :
1 1
56 < arctan(b) — arctan(4) < 7

Exercice 6 :

Vérifier que la fonction 2 — sin x est concave sur [0, 5] et démontrez l'encadrement :

2
Vz € |0, z] —z <sinz < z.
2 U

Exercice 7 :

Donner le développement limité au voisinage de 0 des fonctions usuelles suivantes :

e’ —1
1. x —— e” a 'ordre n et déduire que lim =1.
z—0 €T
e 1. . sinw
2. x — sinx a l'ordre 2n 4 1 et déduire que hrr(l) =1.
T— T

l—cosx 1
3. x — cosz a l'ordre 2n et déduire que hH(l) —_— =
T—

x? 2
4. x —— tanx a 'ordre 6 et déduire que ili% tagrle =1.
5. . — In(1 + z) a l'ordre n et déduire que }31{)1(1) ln(lx—i—x) =1
6.  — (1 + 2)* a lordre n.
7. x — arctanx a 'ordre 2n + 1.
8. x — arccosx et x — arcsinx a l'ordre 6.
Exercice 8 :
Calculer les limites suivantes :
1 lim 3tan(x) — sin 3z " (1+ x)% —€ b sin(z) — x ot lim C5% = 1—a2

z—0 (sjn x)3 T 250 T T 250 1;111(1 — xQ) z—0 x4



3.2. SOLUTIONS 28

2. et lim Vad+ax+1—Va2+a, lirJ]rn x2(e%—e#1).
Tr—r+00

T—+00

Exercice 9 :

Soit f la fonction définie par :

1
2+ 3x+4x2 +23sin—  sizx #£0
flx) = m
2 sizx=0

Montrez que f admet, au voisinage de 0, un développement limité d’ordre 2, et que, pourtant,

f"(0) n’existe pas.

Exercice 10 :

2

Soit f la fonction définie sur R\ {0, 1} par f: 2 -

1 ’ . 7
7€ . Précisez les asymptotes éventuelles

et la position de la courbe (Cy) par rapport aux asymptotes.

Exercice 11 :

2

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = -

siz#0et f(0)=0.
1. Montrer que f est dérivable en 0.
2. Montrer que f est une bijection de R dans R.

3. En admettant que f est de classe C*° au voisinage de 0, déterminer les cinq premiers

termes du développement limité de f~! au voisinage de 0.

3.2 Solutions

Exercice 1 :

1 1
1. Lafonction f est continue sur R*. Au point z = 0, comme |z sin ’ < |z|, alors hH(l) rsin — =
x z— x

0 = f(0) et par suite f est continue en 0.

2. (a) Sur R* la fonction f est dérivable et on a :

1 1 1 1 1 1
/ i o - T o = -
f(a:)—smx+x( xQ)COS:z: sin — — — cos
rsin— — 0
x

(b) Au point x = 0 on a lim = lim sin —. Cette limite n’existe pas, il suffit de
z=0 g —0 z—0 T

prendre z, = m On a alors z,, tend vers 0 et sin(i) = sin(2n + l)g) = (—1)"

n’a pas de limite. On déduit que f n’est pas dérivable en 0.



3.2. SOLUTIONS 29

FIGURE 3.1 — Graphe de la fonction f(z) = sin(%)

Exercice 2 :

1. Sik>n:
k
f(’“)(:p) — ZC%(?U”)(])( —x)(k—y)
J
- ZCg(x”)(J)(e*m)(k*j) + 3 CY (z™) ) (=) k=)
7 | Jj=n+1
" n! ,
_ CJ : "I (=1 k—]e—w+0
2 =Y
— 7 -1 k—jcj : v
%:( ) *(n—j)!
= e " Py(x)
Sik<n:
k
f(k)(l,) _ ZC«J@n)(;‘)( —:c)(k—a)
Zi: i n! i( 1)k j 0
= —z" I (=1)" e " +
J k(n il
k . |
e NN A e ML
2 AT
= e " Py(x)

2. Pour k <nona P(0) =0 et pour k£ = n le terme non mul est celui o j = k = n, donc

on a P,(0) =nl.
Exercice 3 :

1. On a f est dérivable sur R*. Etudions la dérivabilité au point 0. On a

lim
2—0+ €T — z—0t X
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D’autre part avec le changement ¢t = i, on a

x—0— xr — x—0~ X t——o0

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

!/ /
— (0
2. On a lim M = 0 et avec le changement { = —, on a
z—0+ x—0 z

/ g =1 i

lim —f (z) = (0) = lim < ‘

z—0~ z—0 z—0~ xT
= lim —t%'

t——o00

Donc f"(0) existe et égale a 0.

3. (a) On a pour z < 0, f'(z) = ;2 ev et f(x) = ﬁei +§$2 er = — = On
déduit que Py (z) = —1 et Py(z) = 22 + 1.
. P(z
(b) Supposons que pour un n donné on a f™(x) = —¢@. Donc
x

_ P;l(l')lﬂn — 2Pn(56)372n_1 1 PH(QZ) (—1) 1

f(”-‘rl) (':E) xin er + xr2n 2 er
P! (z)x? — 2P,(x)x  P,(x)\ 1
- p2nt2 T p2nt2 )ez
2P (z) — (22 + 1) P,(2)\ 1
= ( p2n+2 >€x‘

P, 1
On déduit que pour tout n on a f™(z) = gx)ei et Poyi(r) = 2?Pl(x) — (27 +
€T n
1)P,(z) pour n € N*.
4. Pour z > 0 on a f™(z) = 0 et pour z = 0 on a f'(0) = f”(0) = 0. Supposons que

f™(0) = 0 pour n donné. Donc

(n) (n) Fulz) 0

n _ n n ez —

lim ! (x) / <O) = lim z?

z—0— z—0 z—0~ T
Pn(x) 1

= lim lim
z—0~ —0— I2n+1

1
— Jim 2P (2)e!
t——o0 t

=0.

Donc f"+1)(0) existe et égale a 0. On déduit que la fonction f est n + 1 fois dérivable

pour tout n, donc f est de classe C*°.
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Exercice 4 :

— On a
1

_ x? cos —
limwzlim L — lim z cos — = 0.
z—0 x—0 x—0 T z—0 T

Donc f est dérivable en 0 et on a f'(0) = 0.
1 1
— Pour z # 0 on a f/'(x) = 2z cos — + sin —. On a déja vu dans l'exercice 1 que lim,_, sin —
T x T

n’existe pas, donc puisque lim,_,o 2z cos — = 0 alors lim,_, f'(x) n’existe pas.
x

Exercice 5 :

1. D’apres le TAF appliquer a la fonction x — Ina sur Uintervalle [n,n + 1] avec n € N*,
il existe ¢ €]n,n + 1] tel que In(n + 1) — In(n) = {. Puisque — < 1 < L alors =5 <

n n+1
In(n+1) —In(n) =In(1+ 1) < 1 don (ln(l - 3)) <1< <ln(1 + i)) On applique

alors I'exponontielle, on trouve

1 n 1 n+1
(1—|—) <e<(1—|—) .
n n

2. D’apres le TAF appliquer a la fonction  — Inz sur l'intervalle [z, y], il existe ¢ €]z, y[
In(y) —In(z) 1 1 1 1 y—x

tel que = —. Puisque — < — < —j alors t < —— < y.
y—x c y ¢ Iny —Inzx
3. D’apreés le TAF appliquer a la fonction x —— arctanx sur lintervalle [4,5], il existe
arctan(b) — arctan(4 1 )
c €]4,5] tel que ( ;_ 1 () =11 Puisque 21—6 < liCQ < %7, alors
L arctan(s) — arctan(4) < —
— < arctan(b) — arctan —.
26 17
Exercice 6 :
— On a sin”(z) = —sin(x) < 0 sur [0, 7], donc la fonction f : z —— sinx est concave sur

[0, 31

™

— Comme z — sinz est concave sur [0, 7], son graphe est au dessous de sa tangente a

I'origine, cette tangente est d’équation y = f'(0)(z — 0) 4+ f(0) = cos(0)x + sin(0) = z.
Donc sin(z) < z. D’autre part le graphe de f est au dessus de la sécante joignant les
1-0 2

points (0,0) et (5,1). Cette sécante est alors d’équation y = z=52 = 2
2

z avec z € [0, 5].

On déduit alors que
2

vz e [0, E] —z <sinz < z.
2 U
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A ‘
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Exercice 7 :

1. Le DL,(0) de z — e” est e” = 1+ + L+ --- + L + o(2") :ZZZO%T—i—o(x"). On

e =1 . l4+aotaxe(r)-1
= lim
€T z—0 €T z—0

déduit que lim
z—0

2. Le DLy,+1(0) de x — sinx est

I S L2+ - n a2 it
sin(z) = @ 3! * 5! +(=1) (2n+1)! Fole™™) ,;)( ) (2k + 1)! ol@™™)
On déduit que lim 0T _ lim w =lim1+e(x) =1.

z—=0 g z—0 €T z—0
3. Le DLy, (0) de x — cosz est
. S 20 n 22k
=1-=== I -1 n 2n _1\k 2n
cos() SRV +(-1) o) + o(z*") kz;o( ) oh)] + o(z*")
L l—cosz . 1-1+% fa2%(x) 1 1
On déduit que il_)Hé — = 91615)% o = }31{)% 3 +e(z) = 3
t
4. Le DLg(0) de 2 — tan z est tan(x) = z+ 32° + £2° 4 o(2®). On déduit que lir% anr
T— T
lim z+ae(z) =lim1l+e(x) =1
z—0 €T z—0
5. Le DL,(0) de z — In(1 + z) est
$2 ZL‘3 lxn n . ll,k
m(l+z)=z——=+"% —+ (=" "—+o0(") =D (1) = + o(z").

2 3 n T k



3.2. SOLUTIONS 33

In(1
On déduit que limu = limw =1.
T— €T z—0 €T
6. Le DL,(0) de z — (1 4 x)“ est
—1 1. (a— 1
(1+x)a:1+oz:c—|—a(aQ>x2+~--+a(a ) fa n >:c”—|—0(a;”).
n!

7. Le DL,(0) de x — arctan z est

.1'3 1’5 x2n+1

t —r -+ (=1D)" 2n+1 :n _1)k 7t
retane =r =gty ) g o) ,;0( T

2k+1
+ O({L‘2n+1).

8. Le DLg¢(0) de © +— arcsinz est arcsinz = z + 2% + 2% + 0(2°) et le DLg(0) de

& — arccos & est arccost = 5 —x — ¢® + =1 + o(aF).

Exercice 8 :

1. (a) On a
. 3tan(x) — sin 3x . 3(x+ 52%) = 3(x — §a°) + o(a?)
lim - = lim :
z—0 (sinx)3 20 3 + o(x3)
. 3z +2® =3z 4 J2% + o(2?)
= lim
20 3 + o(x3)
. W+ o(a?)
= lim =———-—~
=0 23 + o(23)
1
=5
(b) On a
(1+ x)% —e ez n(+2) _ o
lir% = lir%
Tr—r xr—r
r zf%zﬁo(zQ)
e z —e
= lim
x—0 x
. elf§x+o(x) —e
= hH(l)
z— T
—Lato(x) _ 1
ele”2
= lim ( )
x—0 €T
e(l =1z +4+o(x)—1
= lim ( 2 (@) )
z—0 1 €T
= lime( = 5 +e(x))
—e



3.2. SOLUTIONS

34

(c) On a

cost — V1 — z?

lim

z—0 1‘4

= lim

= lim

= lim

1— 52?4 ot (1 — 3z% — %x‘l) + o(z*)
w0 12, 1.4 T 14 1

1 — g+ g0 — 1+ 527 + g2* + o(2?)
z—0 1;4

st + o(a?)

z—0 Qj4
1

G

1
2. (a) Avec le changement X = —, on a
x

lim Va3 +ax+1—Va2+z =

T—+00

) 1 1 1 1
XII—I&\?/(X):SJFXJH_\/(X)QJFX

lim
X—0t
lim
X—0t
lim
X—0t

lim

V1I+X24+ X3 -1+ X

X
L4+ 3(X2 4 X%) = (143X — §X2 4 §£X°) + o(X?)

X
1+ 3X24+3X3 -1 -2 X + X2 — = X% 4 o(X?)

X
—3 X + X724+ BX3 4+ o(X?)

X—0t X
1

5"

1
(b) Avec le changement X = — on a

T
) 1 1

lim z?(ev —e1) = —(eX —

T—>+00 X—>0 X2
_ 1 ( X
— ~35 e

X—>0

1 X
= lim — e

X0+ X2

)
_W)

X X240(X2)

= dim (s e (e - L ) o)

X—0+ X2

1 1 1
= lim X<1+X+2X2—1—X+X2—2X2+0(X2))

X—0t

= lim L()(2—i-0(X2))

X0+ X2
=1

Exercice 9 :

1

1
1. On a pour z # 0, f(z) = 2+ 3z + 42 + 23sin — = 2 + 3z + 42 + 2*(zsin —). On
T

X

1
pose £(z) = wsin—, on a alors f(z) = Py(r) + 2%¢(z). Comme lim, ,oe(z) = 0 et
T

P5(0) =2 = f(0), alors f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0.
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2. On a

1
_ 3z + 4x% 4+ 23 sin — 1
lim f (0) = lim L —1im3+ 4z +x2cos— =3
z—0 x—0 z—0 €T z—0 xT

1
Donc f/(0) = 3. Aussi pour z # 0 on a f'(r) = 3 + 8z + 3z%sin — — xcos— On déduit

x
que
3+8x+3 ! + !
() — £1(0 x xsm— z cos — 1
limf(x) (0) = lim L — 3 + lim cos —
x—0 x—0 z—0 T z—0 x
Cette limite n’existe pas et donc f”(0) n’existe pas.
Exercice 10 : On a lim, , o, f(x) = —00 et lim, , 1, f(x) = +00. On pose X = %, donc si

est au voisinage de +00, X est au voisinage de 0. On a alors

flx) = Jqer
= X(11+X)6X
=1(1-X+X2+0(X))(14+ X +1X2+ o(X?))
= +(1-X+X)(1+ X +1X?) 4+ o(X?)
= +(1+X+3X2 - X - X2+ X? 4+ 0(X?))
= (143X +0(X?)

— L+ 1X +0(X))

1 1

On déduit que la droite (A) d’équation y = = est un asymtotes au voisinage de +o0o0. D’autre

1 1
part puisque f(z) — =5 + o(—)), alors la courbe (Cy) est au dessus de (A) au voisinage de
x x

+00 et au dessous de (A) au voisinage de —oc.
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lim, 400 g(2) = +00 et ¢'(z) = 2x(1 + 222)e””.

222"’ — e + 1. On a lim,_, ;o0 g(z)

Donc

+0o0

+00

FIGURE 3.4 — Variation de la fonction g.

On déduit que f'(x) > 0 et par suite f est une bijection de R dans R.

3. La fonction f est impaire, donc f~! 'est aussi et par suite elle admet un développement

az + bx® + cx® + o(2°). D’autre part le

limité au voisinage de 0 de la forme f~'(z)
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DLy(5) de f est

fx) =
En effectuant le DLo(5) de f~' o f, on trouve

[o f(w) = af(@)+bf(2)" + cf(2) + o(a®)
3 b 2\ B o’ 5
:a(x+2+6) +b(x+?)2+6> +c<x+2+6) + o(x”)
=azx + a% + a% + ba® + b§x5 + cx® + o(z”)

3
:ax—i—(%+b)x3+(%+§b—|—0)x5+0(a:5).
3 1 7
Orfflof(x):x,doncazletg+b:%+§b+c:O.D’oﬁb:—§etc:ﬁ. On

déduit que

1
flz)=2— §x3 - 172335 + o(z”)

Brook Taylor né & Edmonton (Angleterre) le 18 aofit 1685, et mort &
Londres le 29 décembre 1731. Taylor ajouta aux mathématiques une
nouvelle branche appelée “calcul de différences finies ”, inventa 1’in-
tégration par partie, et découvrit les séries appelées “développement
de Taylor”. Ses idées furent publiées dans son livre de 1715, Metho-
dus incrementorum directa and reversed. La premiere mention par
Taylor de ce qui est appelé aujourd’hui théoreme de Taylor apparait
dans une lettre que ce dernier écrivit a Machin le 26 juillet 1712.

Dans cette lettre, Taylor explique clairement que I’idée lui est venu

d’un commentaire que fit Machin au Child’s Coffeehouse, utilisant

les “séries de Sir Isaac Newton " pour résoudre un probléme de Ke- FIGURE 3.5 — B. Taylor

pler, et utilisant également les méthodes de Halley pour extraire les

racines d’équations polynomiales.




Chapitre I

Calcul des intégrales

4.1 Exercices

Exercice 1 : Calculer les primitives suivantes :

1. /(cos x)? sin zdz.

1
2. / dz
rlnzx

1
3./ dz.
3+e® o

Exercice 2 : Calculer les primitives suivantes par intégration par parties :

1. /x2 In zdzx.

2. /ln:cd:v puis /(lnx)Qda:.

3. / cos re®dx
CcOoS T

Exercice 3 : Calculer]:/3 * dx et J:/E - —5—dx
0 cos?x 0o 6—5sinx +sin“x

™

Exercice 4 : Calculer les primitives suivantes par changement de variable :

1
1_ /\/ﬁdl’ sur [ :]074[
r—x
dx -
9 /(14—:1:2)2 sur I =]0, 7] (prendre z = tan(t)).

cos®
3. [ et dw sur 110,31,
(1 + sin?x) © sur L=[0, 3]

dx )
4 / Sin2 I(l —+ cos x) sur [ :]07 ﬂ.[ (pl"endre t = tan(§))

Exercice 5 : Calculer les primitives suivantes :

2
2
1. /;ildx sur I =] — 1, +o0].

38
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2. /\/:c2 — 1ldz sur I = [1, +o0].

dx sur I =]1,400].

3./#
Va2 4+ 2z -3

Exercice 6 : En utilisant le changement de variable u = v/1 + 23, déterminer les primitives

de/m
i

dx pour x > 0.

3x t
Exercice 7 : Calculer la limite lim ———dt.
=0y tan®t
. e s o ™ tsint
Exercice 8 : Soit l'intégrale définie [ = —_—
0o 1+ cos?t

1. On utilisant le changement de variable ¢ = m — x, montrer que :

- /W (W_@Sinxdx.
o 1+4cos?x

2. En déduire que I = T &d:ﬁ
2Jo 1+ cos?x

3. Calculer la valeur de I.

Exercice 9 : Un publicitaire souhaite imprimer un logo sur un T-shirt. Il dessine ce logo a

Paide des courbes de deux fonctions f et g définies sur [—%, 7] par :

f(z) = e *(—cos(x) +sin(z) + 1) et g(z) = —e * cos(x).

1. Soit la fonction h définie sur R par h(z) = —e % sinz. Déterminer une primitive de h a

I’aide de deux intégrations par parties.

2. Sachant que I'unité graphique est 2 cm sur le deux axes, déterminer I'aire exacte du logo

puis une valeur approchée a 1072 cm? pres.

4.2 Solutions

Exercice 1 :

(a) On a
/(cos r)?sinzdr = [(cosx)”(—cosz)dx
~ cos(x)'
= 100 +C.
(b) On a

!
/ 1 e :/(lnx) i
zlnzx Inz
=In|lnz|+C.
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(c) On a

= dz
3+ew Sew—i—l

_/36"”4—1

§1n(3e +1)+C.

Exercice 2 :

(a) On pose u(z) = In(x) et v/(z) = 2?. On a alors u'(z) = L et v(z) = %, d’ou

/[L’QIDZECZ[L’ = u(z)v(x) — /u’(x)v(as)das

2

= x—ln(m) —/w—dx
3 3
x3 23

(b) i On pose u(z) = In(z) et v'(z) = 1. On alors v/(z) = < et v(z) =z, d’ol

ii. On pose u(z) = (Inz)?) et v'(z) = 1. On alors v/(z) = 21 In(z) et v(z) = x,

d’ou
/(ln z)dr =u(z)v(r) — [u(x)v(x)dx
=z(lnz)® — /:Uiln(a;)dx
=z(lnz)? — /ln(x)dx
=z(lnz)? —rn(z) +2+C
(¢) On pose u(x) = cos(z) et v'(x) = €®. On alors v/(z) = —sin(z) et v(z) = €*, d’ou

I :/cosxexdx

= u(z)v(x) — /u'(z)v(z)dz
= cos(x)e” + /sin(x)exda:.

On pose J = /sin(m)exdﬂc. Soit u(z) = sin(z) et v'(x) = e”. On alors v'(x) = cos(z)
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et v(z) =e”, d’ou
J = [sinze"dx
= u(z)v(x) — /u'(m)v(z)dm
= sin(x)e” — /Cos(a:)exdx
1

= sin(x)e” —

On déduit que I = cos(x)e” + J = cos(z)e” + sin(z)e® — I et par suite

I cos(x) —2|— sin(:r;)ez‘

Exercice 3 :

(a) On pose u(x) = x et v'(z) = . On alors v/(z) = 1 et v(z) = tan(z), d’on

cos? x

/Og e = [u(x)v(x)]§ _/og o' (z)v(x)dz

cos? x

= g\/g—an

(b) En utilisant le changement de variable ¢t = sin(z), on a alors dt = cos(z)dx, x = 0 <>

t=0,z=%<«t=1et6—>5sinz+sin’z =6 — 5t + t>. Donc

3 COS T 1 dx

| R I

0o 6—5sinx +sin‘“zx o 6—5t+tx
_/1 dx
Jo (t=3)(t—-2)
[t 1 1

=) - ) ®

Exercice 4 :

(a) Soit f(z) = \/4;_7, on a alors Dy =]0,4[. D’autre part ——

_ 1
Vaz—z2 - 2\/1_(%_1)2- En
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d
utilisant le changement de variable ¢t = g —1,onadt= ?:z: et t €] —1,1[. Donc

1 1
——dxr = d
/\/4x—x2x /2/1_(323_1)2x

R
V1—1t?

= arcsin(t) + C

= arcsin(g —-1)+C.

(b) En utilisant le changement de variable z = tan(t) sur I =]0,7[, on a dz = (1 +

tan®t)dt. Donc

1 1 )
[ aropt = [ e 0
1

— [
1+ tan?t
—/COS t)dt
=3 /(cos(?t) + 1)dt
2t t
_ sin(2t) N : Lo
_ sin 2arztan(m)) N arctzn(x) )

(c) En utilisant le changement de variable ¢ = sin(x) sur I =0, 5[, on a dt = cos(z)dx.

Donc
/ cos® x _/ 1—t2
(1—|—smx —i—t2
/ —t2—1
1+t2
= — 1)dt
/(1+t2)

= 2arctan(t) —t + C

= 2arctan(sin(z)) — sin(x) + C.

(d) En utilisant le changement de variable ¢ = tan(3) sur I =]0,7[. Ona x = 2arctan(t)dz,

2dt 2t 11—t
donc dr = ———. Aussi on a sin(z) = et cos(z) =
1 2 1+¢2

. On déduit alors
1+ ¢2 +1
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que

].th2 dt
2t 1-¢2

(i) (1+558)

-/
/1+t2

/ sin x(l + cos x)

/1+2ﬁ+¢4
a2
_/Zﬁ+ 4! Tt
) _47 —E 2" 12ta—;(c"’:) tan®(%)
= Ztan(®) T tC

Exercice 5 : Soit z > —1.

(a) Onaz®+ 1= (x+1)(2? — z + 1) et puisque 2* — x + 1 est irréductible dans R[X],

alors
x2+2_ 2% 42 _a n bx + ¢
34+1 (z+1)@2—2+1) 142 22—-2+1

(%)

Si on remplace z par 0 dans (*), on trouve 2 = a+ c. Multiplions (*) par x et faisons
tendre x vers oo, on trouve 1 = a 4+ b. Multiplions (*) par = + 1 et faisons tendre x
vers —1, on trouve 1 = a. On déduit que b =0 et ¢ = 1. D’ou

?+2 1 N 1
B+l 1+2 22—2+1

En intégrant on a alors :

/x +2 / 1 d
—_ = T
x3—|—1 1+a: x2—wl+1

dx

+ o+

:/1+I 34 (z—13)?

1 4+/3
“Jrri ] -
l+z 32 1+4———J

23:—1
+ C.
¢§>

= In(1 + x) + —= arctan(

¢§
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(b) Par intégration , on a sur I = [1,+o0] :

I :/mdw
2x
= xv1? — —/xida:
2vVx?2 —1
. 2—1+1
= xvVax? — —/ dx
2 —1 .
:x\/a;Q—l—/\/x?—l—i- : dz
x J—
1
=avri—1—1— | ———dx
\/7 vz —1

=xvax? — —I—ln‘az+v:1:2—1’+6’.
On déduit alors que

1 1
I:Ex\/xQ—l—iln‘x—i-\/xz—l‘—i-C.

(¢) On asur I =|1,+o0] :

T r+1-—-1
/—dm = | ———dx
Va2 42z —3 Vi +2x—3

r+1 1
{\/x2+2x—3 \/x12+2x—3
= V12422 — —/—d:v

2 (x+1)2—-4
1 1
— 5\/:11;2—1—2:15— —/ +12 dx
(572 —1
1 1 1
:2\/x2+2x—3—lnx;_ (”3; 2 — 1|+ C.

Exercice 6 : Soit z > 0.

— On pose u = /1 + 23, donc 2 = Vu* — 1 et do = $4ud(u* — 1)~3du. Donc

4/ 3 4
/mdx = /U4u3(u4 — 1) idu = 4/udu.
x Vut—13 3/ ut—1
4 S| 1
— D’autre part on a u4u_ 1= “ i _41— = 1—|—u4 — Oru*—1 = (u—1)(u+1)(u?+1),
donc
1 1 a b cu+d

= +——+ (%)

W—1 (w—-Du+D+1) u—1" ut+l u+1
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En multipliant (%) par u—1 et en remplagant u par 1, on trouve a = i. En multipliant
() par u + 1 et en remplagant u par —1, on trouve b = —i. En multipliant (x) par

u et en faisant tendre u vers co, on trouve 0 = a + b + ¢, donc ¢ = 0. Enfin, en
1

1—11+1

multipliant () par u>+1 et en remplacant u par i, on trouve = d et donc

1
d= —5 On déduit que

| 1 1

wt—1 4u—1) 4u+1) 2w+1)

— En intégrant on a alors :

V14 23 4
/7dx =
x

- d

3J ut—1 Y
—4/1+
3

4/1—1— ! — ! du
3 u—l CA4u+1) 2w +1)

4 1 1
= gu = ln :ZI_ 1: —3 arctan(u) + C.
3z t
Exercice 7 : Soit F(x) = / ﬁdt.
T an

(a) Détermonons F'. La fonction ¢ — f;’m n tzt

5 et puisque

v <t < 3z, alors Dy =| — ¢, £[\{0}. Calculons F(r) par intégration par parties.
1 cos(t) 1

O t) =tetd(t) = = = —1.D "t) = 1 et
n pose u(t) et v'(¢) tan®(t)  sin?(t)  sin®(t) onc w(t) ¢

s
6

1
v(t) = — —t. On déduit alors :
tan(t)
3z
x tan t 3z
t )5 / ——— 4 t)dt
-l [ -
— [ _ t2 3z 1 v
g — 1 sin(o)] + 12
3z T 922 2
=— — 922 ? 4+ InJsin(3 —— —In|si - —
tan(32) z° + tan(z) + 2 + In |sin(3x)| + 5 n |sin(x)| 5
3x x sin(3z) 5
= — - — 22",
tan(3z)  tan(x) sin(x)
t t i 1
(b) Comme lim WE _ iy -2 5T 1 et lim sinse — lim 320 i = 3, on déduit

z—=0 xz—0 T z—0 sinx z—0 3 sina
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alors
3z t
lim ———dt = lim F(z) = In3.
z—0J, tan‘t z—0
Exercice 8 :
(a) Avec le changement de variable t = 7 — x, on a
7 /7r tsint gt
o 1+ COSzt
_ 0 (7 —x)sin W—x)(_dx)
1+ cos?(m —x)
0 (7 —
_ _/ (m — x)sin(z )da:
7 14 (—cosx)?
™ (m — x) sin(x)
- [
0o l4cos?x
(b) D’apres (a) on a
7 — /“ (m — x) sin(x)dx
0o 1+4cos?x _
_ 7 sin(x) dr xsin(zx) s
0 1+cos?w 0 1+4cos’z
= 7r/ Mdm — 1.
0o 1+cos’z
T (T sinx
On déduit al I==- | ——
n déduit alors que 5 ) T cos2a™
(¢) D’aprés (b) et avec le changement de variable cosx = u, on a
;o z ™ sinx I
o 1+ cos2
N 2 / I u2
= d
2T ™
i 1
= §[arctan ul
= g(arctan(l) — arctan(—1))
TmT T
=50ty
7\ 2
-(3)
Exercice 9 :
(a) Soit I = /—e’x sinzdz. On pose u(zr) = —e™* et v'(z) = sinz. Donc u'(z) = e~
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et v(x) = —cosz. Dol
I = /—e’x sin xdz
=e "cosx + / e " cosxdx
=e Ycosx + J.
Calculons J. On pose u(z) = e * et v'(z) = cosz. Donc v/(z) = —e * et v(x) = sinx.
D’ou

J :/e’x cos xdx
=e Tsing — / —e *sin zdx
=e¢ %sinz — I.

On déduit que I = e *cosx + e *sinx — [ et par suite

_,COST +sinw

I=c¢
2

(b) On a

= [ * e *sin(z)dx + /7 e “dx

-5 , 5
B _,COST +sInx, 3 —E
= [ ——F—]2 + -]
2 2 2
_3m s
e 2 €2 _3m 4 Ly
= _——e 2 62 .
2 2
s 3T
ez —e 2
2
L’aire exacte et approchée du logo est
™ 3w

A= #ch ~ 2.40cm?.
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FIGURE 4.1 — Graphe de la fonction f(z) = e *(— cos(z) +sin(x) + 1) et g(x) = —e " cos(z).

Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866), mathé-
maticien allemand né & Breselenz, fit ses études universi-
taires & Gottingen et & Berlin. A partir de 1857, il enseigna
a P'université de Gottingen. Sa these de doctorat, Prin-
cipes fondamentaux pour une théorie générale des fonc-
tions d’une variable complexe (1851), annonga plusieurs
de ses principales découvertes. On y trouve en particulier
la notion de surfaces de Riemann, leur étude topologique et
les applications a la théorie des intégrales abéliennes, qu’il
développa dans un mémoire fondamental, en 1857. Dans
un mémoire de 1853, consacré aux séries trigonométriques,

il donna une définition de son intégrale. Mentionnons son

texte visionnaire de 1854, publié en 1868, ou il pose les
bases d'une géométrie générale, extension de la géométrie
euclidienne & des espaces de dimension quelconque. La géo- FIGURE 4.2 — B. Riemann
métrie riemannienne, développée a partir de ses idées, est
devenue un cadre indispensable en mathématiques et dans
la physique de la relativité générale. Enfin, son nom est at-
taché a une conjecture toujours non résolue relative a la
distribution des zéros de la fonction zéta introduite par

lui, et dont les propriétés sont intimement liées a 1’étude

des nombres premiers.




Chapitre

Equations différentielles

5.1 Exercices

Exrcice 1 : Résolvez I’équation différentielle : (t + 1)a’'(t) + z(t) = (t + 1) sint sur des

intervalles a préciser.

Exrcice 2 :
2 1
(a) Résolvez I’ équation différentielle : zy/(x) — y(z) = 32311
x

(b) Existe-t-il des solutions définies sur R ?

Exrcice 3 : Résolvez les équations différentielles :
(a) y" — 2y + 10y = 0 avec les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 2.
(b) v — by — 14y = (32 + 2x — 1)e”.
(¢) ¥ — 2y + by = xe” cos(2x) + Sz + 3.

—2x

d) v + 4y + 4y = ——
(d) v" +4y' +4y 2

Exrcice 4 : On considere I'équation différentielle :
(E): y" — 4y + 5y = (2* + 1)e**

(a) Résoudre I'équation différentielle (E£).
(b) Déterminer I'unique solution h de (E) vérifiant h(0) =1 et h(1) = 0.

(¢) Soit f :]0,+00[— R une fonction deux fois dérivable sur |0, +oo[ et qui vérifie :

2f7(t) = 3tf'(t) +5f(t) = *(In*t + 1).

49
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i. On pose g(x) = f(e*), vérifier que g est solution de (E).

ii. En déduire une expression de f.

Exrcice 5 : Soit 'équation différentielle : (E) : xy" + 2y +xy =0.
(a) Soit S(z) = 3/°9 a,x™ une série entiere de rayon R > 0. Montrer que si S et solution
_ I G ‘dui _ g8 _
de (E) alors agy+1 = 0 et ag, = WCLO et déduire que S = ag avec R = +o0.
(b) Par la méthode de variation de la constante montrer que la solution générale de (E)
sur [ est y(z) = K, ki KZsmx'
x x

Exrcice 6 : On considére 'équation différentielle (E) : 2x(1—z)y”+(3—5z)y —y = 0.

(a) Soit S(x) = 312 a,z" une série enticre de rayon R > 0.

2 1
i. Montrer que si S et solution de (FE) alors a,.; = 27113% et déduire que
n
xn
S = ayS S, =yt .
apSy avec Sp(x) 050

ii. Vérifier que R =1 et que

1 ln(1+\/5
2\/x 11—+
SO(I): 1 siz=20

arctan(y/—z) six €] —1,0]

) sixz€]0,1]

1
\/—_{E
(b) Sur I; =]0, 1], on pose t = \/x et z(t) = ty(t?).

i. Vérifier que (E) implique (E') : (1 —t%)2" — 2t2’ = 0.

ii. Résoudre (E') et déduire les solution de (E) dans I; =|0, 1].
(c) Sur Iy =] — 1,0[, on pose t = /—x et z(t) = ty(—t?).

i. Vérifier que (E) implique (E”) : (14 t?)2" + 2tz = 0.

ii. Résoudre (E") et déduire les solution de (E) dans I, =] — 1,0][.

(d) Déduire que les solutions de (E) définies sur | — 1, 1 sont de la forme aS; ou a € R.

5.2 Solutions

Exrcice 1 :
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— On résoud I'équation sur un intervalle ou le coefficient de z’ est non nul, donc sur

I =] — 1,+00[ ou sur Iy =] — oo, —1[.
— L’équation homogene est (EH) : (t + 1)2/(t) + xz(t) = 0, donc a'(t) 1 ot
! i ' - x(t)  t+1
C
par suite In |z(t)| = —In |t + 1| + C. On déduit que xp(t) = PR

— On cherche une solution particuliere par la methode de la variation de la constante.

1
On a z(t) = ] est une solution de (EH). Soit K(t) une fonction telle que
1 1
x(t) = K(t)x1(t) soit une solution de (F). On a 2/(t) = K’(t)thi1 — K(t)

(t+1)%
On remplace dans (F), on trouve

@+U(Kﬁ)1—lﬂﬂ

e >+Kﬁ)1:@+nﬁm

(t+1)2 t+1

D’ou K'(t) = (t+1)sint et donc K(t) = /(u+ 1) sin udu. Par intégration par parties
on a

K(t)=—(t+ l)cost—l—/cosudu = —(t+1)cost +sint.

1 int
On déduit que z,(t) = < — (t+1)cost + sin t> P i cost + % Finalement

sur chaque intervalle la solution est

sint + C
t) = an(t t) = —cost 4+ ———
x(t) = xp(t) + 2,(1) cost+ —
Exrcice 2 :
(a) — On résoud l'équation sur un intervalle ou le coefficient de y’ est non nul, donc
sur I} =]0,4o00] ou sur Iy =] — 00, 0][.
it : y'(z) 1
— L’équation homogene est (EH) : zy'(xz) — y(z) = 0, donc @ = —, et par
y(z x

suite In |y(z)| = In|z| + C. On déduit que y,(x) = Cx.

— On cherche une solution particuliere par la méthode de la variation de la constante.
On a yy(z) = x est une solution de (E'H). Soit K(z) une fonction telle que
y(x) = K(z)y1(x) soit une solution de (E). On a y'(z) = K'(z)x + K(x). On

remplace dans (£), on trouve

x(K’(x)x + K(x)) — K(x)z = ifj:i
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2 1 2t +1
D'ou K'(z) = :162(3;2—:1) et donc K(x / 2 t;:— 1 dt. On décompose
d’abord la fraction rationnelle ————— en éléments simples. On a
t2(t2 4+ 1)

2t +1 _a+b+ct+d
22 4+1) t 2 241

(%)

Multiplions (*) par t? et remplacons par 0 on trouve b = 1. Multiplions (*) par
t faisons tendre t vers oo, on trouve 0 = a + ¢. Multiplions (*) par ¢* + 1 et
remplacons par ¢ on trouve % =ci+d,doud=—1et c=—-2et donca=2.

On a alors
/ 2t 41
t2 12 + 1
—2t -1
dt
/ ( 2 t2+1 >
=2In|z| — = — In(2? + 1) — arctan(z) + C.

T

1
On déduit que z,(t) = (2 In|z| — — —In(2? + 1) — arctan(x))x = 2xIn|z| —
T

— —xIn(2? + 1) — zarctan(z). Finalement sur chaque intervalle la solution est

x
z(t) = 24 (t) + 2,(t) =2z |z| — 1 — zIn(2® + 1) — rarctan(z) + Cx
(b) On alim, ,o+ y(z) = lim,_,o- y(z) = —1. Donc on peut définir une fonction continue
y sur R par

y(z) =2zxIn(—2) —1—xln(2® + 1) — zvarctan(z) + Cyzsiz < 0

y(0) =-1

y(z) =2zxIn(r) — 1 —zIn(z* + 1) — zarctan(z) + Crasi z > 0

Pour que cette fonction soit solution il faut qu’elle soit dérvable en 0. Or

— — 2 u—
lim y(x) —y(0) ~ im 2zIn(x) — xln(z” 4+ 1) — varctan(z) + Cix
a—0t 1 —0 z—0+ x
= lim 2In(z) — In(2* + 1) — arctan(z) + C;
z—07t
= —00.

On déduit qu’il n’existe pas de solutions définie sur R.
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Exrcice 3 :

(a)

L’équation caractéristique associée a I’équation (E): 3" — 2y’ + 10y = 0 est
(EC): 1™ =2r+10=0

On a alors A = 4 — 40 = —36 = (6i)% Donc il y a deux solutions complexes

2460 _

5 14 3i et o = 1 — 3i. On déduit que les solutions de 1’équation (E) sont

r =
de la forme y(z) = e"(A cos 3z + Bsin 3z). Soit y la solution qui vérifiée y(0) =1 et
y'(0) = 2, alors 1 = A et puisque y'(z) = e*(Acos 3z + Bsin3z) + e*(—3Asin3x +

3B cos3x) alors 2 =y'(0) = A+ 3B = 1+ 3B. On déduit que
X 1 :
y(x) = e"(cos 3z + 3 5in 3z).
L’équation caractéristique associée a I’équation homogene y” — 5y’ — 14y = 0 est

(EC): r*—=5r—14=0

On a alors A = 25 + 56 = 81. Donc il y a deux solutions : r; = % =7 et

ro = % = —2 et par suite les solutions de I’équation homogene sont de la forme

y(r) = Ae™ + Be .

Pour trouver une solution particuliére on fait le changement y = ze®. On a ¢y’ =
Z'e® 4+ ze® et Yy’ = Z'e” + 22'e” 4+ ze®. Donc si y est solution de 3"’ — 5y’ — 14y =

(322 + 2z — 1)e”, alors en simplifiant par €® on trouve
(E") 2" —32 — 182 =32" + 2z — 1.

Comme —18 # 0, une solution particuliere de cette équation est un polynéme de
degré éguale a 2. Soit 2 = ax?+bx+c, on a alors 2/ = 2ax+b et 2” = 2a. On remplace
dans I'équation (E'), on trouve 2a — 3(2ax + b) — 18(ax? + bx + ¢) = 3z% + 2z — 1,
d’ou

—18az® — 6(a + 3b)x + 2a — 3b — 18¢c = 32 + 2z — 1.
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Par identification on
—18a =3

—6(a + 3b) =2
2a — 3b — 18¢ = —1

1 1 5) 1 1 )
Donc a = —5 b= —11—8 et 05: 108" On déduit que z = —6352 — Ex + 108 et par
suite y, = (—éxz 157 + m)e’”. On conclut que les solutions générales sont de la
forme
y(x) = yn(x) +yp(x) = Ae™ 4+ Be ™ + (—le — ix + i)ez
P 6 18 1087
(¢) — L’équation caractéristique associée a I’équation homogene y” — 2y’ + 5y = 0 est

(EC): 1 —2r+5=0

On a alors A =4 — 20 = —16 = (44)*>. Donc il y a deux solutions : r; = 2% =
1+ 2¢ et ro = 1 — 2¢. Par suite les solutions de 1’équation homogene sont de la
forme

yn(z) = e®(Acos 2z + Bsin 2z).

— Soit I’équation différentielle 3" — 2y' 4+ 5y = 5x + 3. Comme 5 # 0, une solution
particuliere de cette équation est de la forme y,, = ax+b. Onay =aety” =0,

donc —2a+5ax+5b = 5z 43 et par suite a = b = 1. On obtient alors y,, = z+1.
— Soit 'équation différentielle y” — 2y’ + 5y = xe® cos(2x), c’est la partie réelle de
I’équation

Y — 2V + 5Y = gelt2de,

Soit Z tel que Y = Ze(*207 On a Y/ = Z/e(+2)e 1 7(1 + 2i)e(1H2)7 of Y =
Z"e0+2)T 4 9(1 4 24) 7/ e(1+207 1 7(1 + 24)2e(297 Donc si Y est solution de
Y" —2Y' +5Y = 2e0+?)% alors en simplifiant par e1+29% on trouve Z” 4 2(1 +
20) 7'+ (1+42i)2Z —27'—2(1+2i) Z+5Z = x et puisque (1+21)2—2(1+27)+5 = 0,
alors

(E) 2" +4iz =0.

Comme 47 # 0, une solution particuliere de cette équation est une polynéme de
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degré 2. Soit z = ax? + bx, on a alors 2’ = 2ax +b et 2" = 2a. On remplace dans

I’équation (E'), on trouve 2a + 4i(2ax + b) = x, d’ou
Saix + 4bi + 2a = x.

Par identification on a
8a =1

4bi +2a =0

) 1 1 1
Donc a = —— et b= —. On déduit que Z = ——2% + —z et par suite

8 16 8 16
Yp, = %e((—iﬁ + 1x)e(1+2i)x) = e"”(xj $in 22 + — cos 21)
" 8 16 8 16 '

On conclut que les solutions générales sont de la forme

y(@) = yn() + Yp, () + Ypy (7)
2
=e"(Acos2x + Bsin2z) +z+ 1+ ex(% sin 2x + % coS 2x).

(d) L’équation caractéristique associée a ’équation homogene y” + 4y’ + 4y = 0 est
(EC): r*44r+4=0

On a alors A = 16 — 16 = 0. Donc il y a une solution double : r = —2 et par suite

les solutions de I’équation homogene sont de la forme
y(z) = (Az + B)e .

Pour trouver une solution particuliére on fait le changement y = ze™2*. On a ¢/ =

Zem? —2ze % ety = 2"e 2 —42'e® +4ze®. Donc si y est solution de y” +4y/ +4y =
6721

T3 22 alors en simplifiant par e* on trouve
x

(El) Z” —

On a 2/ = arctan x et par intégration par parties on trouve z = x arctan x—% ln(x2—|—1)
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et par suite

1
Yp = <m arctan xr — 5 In(x? + 1)6_2’”).

On conclut que les solutions générales sont de la forme

1
y(r) = yn(z) + yp(x) = (Az + B)e > + (a: arctan x — 3 In(z? + 1)62x>.

Exrcice 4 :

(a) — L’equation caractéristique associé¢ a (E) est r?—4r+5 =0.Ona A = —4 = (27)?,
donc il y a deux solutions complexes 1 = 241 er 9 = 2 — 7. On déduit que les

solutions de I’équation différentielle homogene sont de la forme

Yp = 62’”<Acosx+Bsinx).

2x

— Soit z une fonction de sorte que y(z) = z(x)e** soit une solution de (£). On

ay(r) = 2'(x)e*® + 2z(x)e*® et y'(x) = 2"(v)e*® + 42/ (2)e*® + 42(x)e*®. On

remplace dans (F), on trouve
(E") 2'(x) + 2(z) = 2* + 1.

On a1l # 0, donc z = ax? + bx + c. On remplace dans (E’), on trouve 2a + az? +
bx + ¢ = x? 4+ 1. Par identification, on trouve a = 1, b = 0 et ¢ = —1. On déduit

que z = x? — 1 et par suite y,(z) = (2% — 1)e*.

— On déduit que les solutions de (E) sont sous la forme
y(r) = yu(z) + yp(x) = ** (A cosx + Bsin ZL‘) + (2% — 1)e*.

(b) Soit h une solution de (F), donc il existe A et B tels que h(z) = e** (A cosx +
B'sin x) + (2?2 = 1)e**. On a

h'(z) = 262$<Acosa7—|—Bsinx+ (2% — 1)) +62x<—Asinm+Bcosx+2x).
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Donc h/(0) = 2(A — 1) + B et par suite

> >
W(0) =0 24-24+B =0 B =2
On déduit que h(z) = 262r(cosw — sin m) + (22 —1)e**

(c) — Soit g(z) = f(e®), donc ¢'(z) = e®f'(e”) et g"(x) = " f'(e®) + e** f"(e”). On

pose t = €%, on a alors

J'(2) ~ 4g/(2) +5(x) = e F() + ¥ " (x) — 46 P (e7) + 5 (e")
= 2 f7(e") — 3¢ (") + B (")
= t2f"(t) = 3tf'(t) + 5/ (t)
= ?(In*t + 1)
= e (22 +1).

On déduit que g est une solution de (F).

— Comme g est une solution de (E), elle est de la forme g(z) = e** (A cosT +

B sin l’) + (2% — 1)e**, donc I'éxpresion de f est

fit)=1= (A cos(lnz) 4+ Bsin(In :v)) +t3(In*t — 1).

Exrcice 5 :

(a) Ona S'(z) =325 ayna™t =S % a, 1 (n+1)z" et S”(z) = 2% apn(n—1)z"2 =

S0 apsa(n 4+ 2)(n + 1)z". On remplace dans (E), on trouve

S ansa(n+2)(n+ 1)z" ™ + 2a,,1(n + 1)2" + a,z™t?
= Z,f?i ani1(n+2)(n+ )™ + ap_12™ + 2a4
= 0.

Donc

2(11 =0

Vn>1 ap(n+2)(n+1)+ap,1 =0 Vn>1 apy = ——-l
+1< )( ) 1 — +1 (n+2)(n+1)
aq = O
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Vn>2 a, = ——2=2
. Oy

ay =0

Sin = 2p+ 1, puisque a; = 0 alors ag,y1 = 0. Si n = 2p, alors

a _ (-

- (2p)(2p + 1)
a _ a2(p—2)

T gp—2)(2p - 1)

Qo

a = —

2 2x3

_1) _1) :

On déduit alors que ag, = <2<p+)1)!a0 et donc S(x) = ;;08 (2<p—|-)1)!a0x2p = ay SH;E

sinx

(b) On pose yo = et on considere une fonction z de sorte que y = 2y soit une

solution de (E). On a alors y' = 2'yy + 2y et v = 2"yo + 22"y}, + zy;. On remplace

dans I’équation (E), on trouve

o (2"yo + 22"y} + zyo) + 2(2"yo + 2y}) + x2yo = 0.

Puisque yo est solution de (£), alors z(xy + 2y, + xyo) = 0. Donc I'équation devient

zyoz” + 2(xyy + yo)2' = 0.

" 2 / 2 / 2
Donc Z—” = _ Azyo + o) =~ _ 2 On déduit queln |Z'| = —2In |yo|—2In |z|+C,
< o LYo o Y T J
d’ou 2/ = o y 21 . On doit calculer alors / y :;: . On pose t = tan(f), on
(xyo)?  sin‘z sin® x 2
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2dt 2t
a alors dr = et sinx = . Donc
+ t2 142
/ dx _/(1+t2)2 2t it
sinz 41% 14 ¢2
1+t
[

2tan(3) 2
—cos?(%) +sin®*(%)

On déduit que

—Ccosx sin x CoS T sin x

Y= Z2Y = 01( :
sinx T T T

Exrcice 6 :

(a) 1. Si S est solution de (E), alors :

20(1 —2)S8" + (3 —b5x)S" = S
+oo +oo

+o0o
=2z(1—2) ) apn(n—1)2" 2+ (3=52) > anz™ " = > a,z"
n=0

n=2 n=1
+o0 +o0 +oo

= Z 2a,n(n — )a™ ! — 2a,n(n — 1)z" + Z 3a,nz" = ba,nz" — Z anx”

n=2 n=1 n=0
+oo “+oo +oo

= 2a,41(n+ Dna™ = > 2a,n(n —1)z" + > 3a,41(n + 1)z"

n=1 n=2 n=0

+00 n +oo n
— a2 0anz™ — Y% an®

=0.

2n+1

Par identification on trouve a,; = ——
2n+3

a,. On a alors

2n —1
o+ 10!
2n — 3

Ay, =

Ap—1 = Qp—2
2n—1

aq = —Qq
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n

2n +1 “”;Z%Qn“‘

On déduit que S(z) = 20 apa™ = 315

Qp41

Qn

. 2n+1
= lim
n—+oo |2n + 3

ii. On a lim
n—-+oo

= 1. On a bien Sy(0) = 1, d’autre

part :

— Sur |0,1] on a

SV = 2;5(1n(1+\/5>—1n<1—+ﬁ))
3 I

1 /I
=XV 2
NS
:2(71220(_1) n+1+nz::0n+1)
< N ) L
2;%( 1" n+1 n—l—l
s

2n+1

:,§2n+1

- S().

n

— Sur | —1,0[on a

L tanty ) I(:i? 1>“(éfffl)

(b) i Onax =2, 2/(t) = y(t?) + 262/ (¢?) et 2" = 2ty (¢?) + 4t/ (t?) + 4t3y" (t?) =
6ty' (%) + 4t3y” (¢*). Donc

(1= 12)2" — 21/ _(1—t2)(6ty(t2)+4t3 "2 — 2(y(t2) + 242 '(t2))
= 21(3(1 - )/ (1) + 281~ )y (1)~ y(t?) — 202 (1))
= 2t(20201 - )y (#) + (3= 5y () - ()
= 2/ (20(1 ~ )y (@) + (3~ 5a)y/ (@) ~ y(a))
=0.
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" 2t
ii. On a (1 —t%)2" —2tz’ =0, donc Z—I =1 dott In|2/| = —In|l —t*| + C et
Z —

ar suite 2/ =
P 11—

A odt A 14t
Z_A/l—t2_2 112 1—t_§ln( +B).

<1+\/_> E
2\/_ vzl o\
2ty (—t

(c) i Onaxz = —t2, 2(t) = y(—t?) — 262/ (—1?) et 2" = —

On conclut que sur |0, 1] on a y(z) =

2) — 4ty (—t%) +
4t3y" (—t?) = =6ty (—t?) + 4t3y"(—t?). Donc

(1+%)2" + 2t

=(1+ t2)( — 6ty (—1t2) + 463y" (—t?)) + 2t(y(—t*) — 2t2y’(—t2))

= -2t (3(1 + 2y (—t%) — 262 (1 + t2)y" (—t?) — y(—1t?) + 2t2y’(—t2)>
_ —Qt( C22(1 4+ )y (—12) + (3 + 52)y (—12) — y(—t2)>

— ~2y=(20(1 = D)y’(x) + (3~ 5a)y/ (@) — y(a)

= 0.
2" 2t
ii. Ona (1+¢%)2"+2tz' =0, donc — = ,dottIn 2| = —In|1 + 3|+ C et
2 1+
e o — .
par suite z e
Z_C/1+t2 = Carctant + D.
On conclut que sur | — 1,0 on a y(z) = ¢ arctan / —xiD

(d) Soit y une solution de (F) définies sur | — 1, 1[. Donc d’apres ce qui précéde sur |0, 1]
onay=AS)+ \F et sur | — 1,0 onay = CSy+ F Pour que y soit continue sur
] —1,1] il faut que B=D =0 et A = C. On conclut que y est de la forme aSy ou

a € R.
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Cauchy, baron Augustin (1789-1857), mathémati-
cien frangais. Né a Paris, Cauchy fait ses études
aux Ponts et Chaussées et commence sa carriére
comme ingénieur sur le chantier du port de Cher-
bourg. En 1816, il est nommé professeur de mé-
canique a ’Ecole polytechnique, et élu membre de
I’Académie des sciences. Puis, il enseigne I'algebre
a la faculté des sciences de Paris et la physique au
College de France. Il a écrit trois grands traités :

Cours d’analyse (1821), Résumé des legons sur le

calcul infinitésimal (1823) et Legons sur les applica-
tions du calcul infinitésimal & la géométrie (1828).
Il clarifie les principes de calcul en analyse, et dé-
veloppe les concepts essentiels de limite, de conti-
nuité, d’intégrale et de convergence des séries. Il FIGURE 5.1 — Cauchy
s’'intéresse également aux équations différentielles,

en particulier a l’existence et a I'unicité de leurs so-

lutions. Mais surtout, il établit les fondements de

la théorie des fonctions d’une variable complexe.
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