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Structures de groupes

1 Les groupes et les sous-groupes
1.1 Les groupes

1.1.1 Loi de composition interne
Définition
Soit G un ensemble non vide. On appelle une loi de composition interne dans G,

toute application : G X G — G.

Une telle loi de composition interne permet donc d'associer a tout couple (x; )

d'éléments de G un autre élément de G, noté genéralement par : x * y au lieu

de = (x,y).

Exemples et contres exemples
1- L’addition et la multiplication sont des lois des compositions internes

dans les ensembles : N*, N, Z, ,D, Q, R, C.

2- L’addition n’est pas une loi de composition interne sur les ensembles : Z”,
D*, QF, R, C".

3- La différence est une loi de composition interne sur les ensembles : Z, D,
Q R, C.

4- Soit E un ensemble, la réunion, I’intersection et la différence symétrique

sont des lois de compositions internes sur I’ensemble P (E).



5- Soit E' un ensemble non vide, la composition des applications de E vers E

est une loi de composition interne dans I’ensemble A(E, E).

1.1.2 Notion de Groupe
Définition 1
Soit G un ensemble non vide, on dit que G est un groupe s’il est muni d 'une
loi de composition intelrne *, vérifiant les propriétés suivantes :
1) La loi = est associative dans G, c'est-a-dire: xx(y*xz)=(x*xy)*z

pour tous x,y,z € G.

2) La loi * possede un élément neutre, c'est-a-dire3de € G; Vx € Gx xe =
e*xXxX =X.
3) Tout élément de G posséde un symétrique dans G pour la loi = , c'est-a-
dire Vx €G,ax' €eG; xxx'=x"xx =e.
Si de plus la loi * est commutative, c'est a dire pour tous x,y € G on a,
x *y =y x*x;onditque le couple (G,*) est un groupe commutatif, ou un
groupe abélien.
Définition 2
On appelle ordre d'un groupe G, le nombre de ses éléments et on le note ord(G)
ou |G].

Notations
v Si x=X vérifiant les trois propriétés de la définition 2, alors le couple

(G,x) est dit un groupe multiplicatif et on peut noter x X y par x.y ou
tout simplement, 1’élément neutre e par 1 et le symétrique x’ de x par
x~1 appelé ’inverse de x.

v' Si x= + vérifiant les trois propriétés de la définition 2, alors le couple
(G, +) est dit un groupe aditif et on peut noter 1’¢lément neutre e par 0 et

le symetrique x’ de x par —x appelé I’opposé de x.



Plus souvent, on réserve la notation additive au cas des groupes abéliens.

Exemples
1) Les ensembles (Z, +), (Q,+), (R, +) et (C,+) sont des groupes

commutatifs.

2) Les ensembles (Q*,%), (R*,x) et(C*,x) sont des groupes commutatifs

3) Soitn € N* les ensembles (Z", +), (Q", +),(R", +) et (C", +) sont des
groupes commutatifs, ou 1’addition est définie comme suit :

pour tous (xq, Xy, «o., Xp), V1, Vo, e, Y) EZ™ (Q", R™, C*)o0Nna:

(X1, %2, o, X)) + (Y1, V20 oY) = (01 + Y1, %5 + Yo, oo, X + V).

4) L'ensemble des matrices a coefficients réels ou complexes est un groupe
additif ,ou I’addition est définie comme suit : pour toutes matrices A et

Bde type (n,m); on peut écrire :

A= (aij)lsiSn,lstm'B - (bij)lsisn,lstm

On a donc:

A+B= (aif T bij)lsisn,lstm '

5) Soit I un intervalle de R, I’ensemble (F (I, R), +) des fonctions de I
dans R est un groupe commutatif , on peut le noté aussi par: R’ avec
I’addition est définie par : soient f, g deux éléments dans F (I, R) ; pour
toutx € I,ona (f + g)(x) = f(x) + g(x). En particulier, I’ensemble
des suites réelles RN, muni de I’addition usuelle des suites, est un groupe

commutatif.

6) L’ensemble (P(E),A) est un groupe commutatif .



1.1.3 Enoncé des exercices

Exercice 1
Montrer que tout groupe d’ordre 2 est commutatif.

Exercice 2
Montrer que le produit cartésien de deux groupes est un groupe.

Exercice 3
Soient (G, .)groupe et E un ensemble non vide,

1) Montrer que I’ensemble A (E, G)des applications de E dans G est un groupe.

2) Montrer que si G est commutatif, alors A (E, G)est commutatif .

Exercice 4
On considére I’ensemble suivant :B = {a + ib; (a, b) € Z?}

1) Déterminer deux groupesA et C telque: A € B c C.

2) Montrer que (B, +) estun groupe commutatif .

Exercice 5
On définit sur I’ensemble R — {2} la loi * suivante :

Vx,y ER—-{2} x*xy=xy—2x—2y+6.
Etudier la structure de (R — {2},*)

1.1.4 Solution des exercices

Exercice 1

Soient(G,*) un groupe d’ordre 2 d’élément neutre e etx,y € G.
Onaxxx=y'sy=eetx+xys*x*y=e(0Ux’, ety sontlessymetriques
de ety),parsuitex’ =x,y' =y etx' *sx*xy*xx*xy*xy' =x"xe*xy’ =xx
y d’ouy *x = x *y pour tout x,y € G, par conséquent le groupe (G,*) est
commutatif.



Exercice 2
Soient(G4,*), (G,, T)deuxgroupes d’éléments neutres eq, e, .

Montrons que le produit cartésienG,; X G, a une structure de groupe.
Il est claire que (eq,e,) € Gy X G,, etdonc G; X G, + @.
Soient (x4, x,), (¥1,¥,) € G, X G, on définie sur G; X G, la loi de compositon
interne suivante : (xq, x,) W (v, y2) = (xq * y1, x,Ty,).

v’ La loi m est associative dans G, X G, car laloi = est associative dans G,

et la loi T est associative dans G,.
v’ (ey, e;)est I’élément neutre de G, X G,.
v’ Pour tout (x4, x,) € G, X G,, il existe et unique (x,’, x,") € G; X G, tel
que : (xg, x)m(x;’, ") = (), %, ) m(xq, x5) = (eq, €2)

Donc tout élément de G, X G, est symétrisable.
Conclusion : le couple (G; X G,, m) est un groupe. Si de plus les groupes G et
G, sont commutatifs, alors G; X G, est un groupe commutatif.

Exercice 3
1)

v" Comme I’ensemble E est non vide et (G,.) un groupe de neutre e,
alors A(E, G) est un ensemble non vide, il suffit de prendre
I’application nulle 8: E — G, 6(x) = e pour tout x € G.

v' Soient f, g deux éléments de A(E, G), on définit une loi de
composition interne sur A(E, G) comme suit :

(f.9)(x) = f(x).g(x) pour tout x € E.
Montrons que I’ensemble (A(E,G),+) est un groupe :

v' Soient f, g, h trois éléments de A(E,G),OnaVvx € E :
[(f-9)-h1(x) = (f. 9)(x). h(x) = (f(x). g(x))- h(x) =
f).(g(x).-h(x)) = f(x).(g- W) (x) = [f. (g- W] (x).

Donc la loi . est associative dans A(E, G).

v’ Soit 8: E — G I’application nulle ( #(x) = 0, pour tout x € E') :



Onapourtout f € A(E,G), f+6 =6+ f donc 8 est I’¢élément neutre

de (A(E, G),.).

v Soit f € A(E,G), on définit I’application f;: E — G comme suit :
fi(x) = (f(x))' pour tout x € E ol (f(x))" est le symétrique de f(x)
dans (G, .), nous notons que I’élément f; est dépond de f.

Onadonc f.f; = fi.f = 0 et par suite tout élément de (A(E, G),.)
admet un symeétrique.
D’ou le couple (A(E, G),.) est un groupe

2) Soientf, g deux élements deA(E, G)et x un élément dansE on a :

(f.9)(x) = f(x). g(x) = g(x). f(x) = (g. f)(x).(car le groupe (G,.)

est commutatif. Donc f.g = g.f pour tous f, g dans A(E, G).

Par suite I’ensemble (A(E,A),+) est un groupe commutatifs.

Exercice 4
1) Il est clair que :

Z=1{a+ix0:(a 0) € Z*} c {a + ib: (a, b) eZ*) =B
Et B={a+ib;(a, b) €Z?} c{a+ib;(a, b) € R?}=C

Et comme (Z,+) et (C,+) Sont deux groupes, donc on peut prendre ces

deux groupesA =Z et C =C

2) Montrons que I’ensemble B est un groupe commutatif .
Comme Z c B c C, donc il est tout a fait naturel de considérer la structure
usuelles des groupes commutatifs(Z, +) et (C,+) . Plus précisément ; soit
(a,b,c,d) €Z*(a+ib)+ (c+id) =(a+c)+i(b+d)
L’ensemble (B, +) est un groupe commutatif de neutre 0 et le symeétrique
dea + ib est —a — ib pour tout (a,b) € Z2.

Exercice 5
Il est que ’ensemble R — {2} est non vide.

v Montrons que * est une loi de composition interne dans
I’ensemble R — {2} .

Soitx,y € R—{2},alorsona:



(x*xy)— 2 =xy—2x—2y+6—2
= xy—2x—2y+4
= x=-2)(y—-2)#0
D'oux *y € R —{2}.
v" Il est clair que la loi* est commutative et associative dans R — {2}
v" Cherchons I’élément neutre e de (R — {2},%), pour ceci on résoudre
I’équation suivante :
X = X*xe
= xe—2x—2e + 6
Donc :
e(x —2) =3x —6=3(x—2)
(x—e)(x —2)=0
Comme # 2, alorsonae = 3.
Par suite 3 est I’élément neutre de(R — {2},*).

v Soit x € R — {2} et supposons que x admet un symétriquey. Alors on a
3 =x*xy =xy—2x—2y+6 donc y(x —2) = 2x — 3 et par suite

2x-3
y =—)
On déduit que le couple (R — {2},%) est un groupe commutatif.

1.2 Les sous-groupes
1.2.1 Activité

On considére 1’ensemble suivant :
H={(x,y,z) ER%x+y—2z=0}
Etudier le couple (H,+).

1.2.2 Notion de sous-groupe

Soient (G,*) groupe et H un sous-ensemble non vide de G. On dit que H un
sous-groupe de G si:

4) H eststable par laloi =, c'est-a-dire: x*y € H pourtousx,y € H.

5) H muni de la loi induite a une structure de groupe.
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Remarque
Pratiquement pour montrer qu 'un ensemble donné H a une structure de groupe,

il suffit de trouver un groupe déja connu G tel que H < G et H vérifie [ 'une des

assertions du théoreme suivant:

Théoreme
Soit (G,*) un groupe. H est un sous-groupe de G, si ['une des assertions

suivantes sont vérifiées :
1) H+¥Q et Vx,y€EH, xxy€EHet Vx€H, x' € H;
2) H+=Q et Vx,yeEH,x* y €H.

Preuve( exercice )
Remarques
Soit G un groupe .

1) Si H est un sous-groupe de G, alorse € H.

2) Les ensembles {e} et G sont des sous-groupes de G.

Exemples
1) Lesensembles (Z,+), (D,+), (Q,+) et (R, +) sont des sous-groupes

du groupe additif (C, +) .
2) L’ensemble {a + ib; (a, b) € Z?} est un sous-groupe de (C,+) .

3) Lesensembles (Q*, %) et(IR*,x) sont des sous-groupes du groupe
multiplicatif  (C*,%).

4) L’intervalle ]0, +oo[ est un sous-groupe de (R*,x) .

5) Lesensembles{z € C: z™ =1} (fini) et {z€ C: |z| =1} (infini)
sont des sous-groupe du groupes (C*,X).

6) Soitn € N*, les ensembles (Z", +), (D" +)(Q", +) et(R", +) sont

des sous-groupes de (C", +) .

11



7) Soitn > 2, I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n a coefficients
réels dont tous les éléments diagonaux sont non nuls est un sous-groupe
commutatif du groupe non commutatif des matrices inversible d’ordre

n; (GL,(R),X).

Question : Le groupe (Z,+) admet t-il un sous-groupe ?

Proposition
Les sous-groupes de (Z, +) sont de la forme : {nZ; n € N}.

Preuve( Exercice )

1.2.3 Enoncé des exercices

Exercice 1
Soient (G,*) un groupe et H, K des sous-groupes de G.

1) Montrer que H N K est un sous-groupe de G.

2) L’ensemble H U K est t-il un sous-groupe de G ?

Exercice 2
Soient (G, .)un groupeet € G.

1) Montrer que I’ensemble C, = {x € G ; x * a = a * x} est un sous-groupe de
G.

2) Montrer que ’ensemble Z(G) = {x € G;x *y = y * x Vy € G} est un sous-
groupe de G.

1.2.4 Solution des exercices
Exercice 1

Soient(G,*) un groupe d’élément neutre e et H, K des sous-groupes de G .
1) Montrons que H N K est un sous-groupe de G
v HNK #+ @care € Het e € K(H, K sont deux sous-groupes de G).
v Soient,y e HNK,donc x,y € H etx,y € K par suitex *y' € H

12



etxxy e Kdoux*y € HNK.
On conclut que H N K est un sous groupe de (G,*) .
2) Montrons par un contre exemple que I’ensemble H U K n’est pas un sous-
groupe de (G,*) .
Onprend: G=R%?x=+, H=Rx{0} et K={0} xR.
Il est clair que (1,0) € H et (0,1) € K, mais (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ HUK.
Par suite H U K n’est pas un sous-groupe de (R, +) .
On conclut qu’en général la réunion de deux sous groupes d’un groupe n’est

pas un sous groupe de ce groupe.

1.3 Sous-groupe engendreé

1.3.1 Activité
Soient (G, . )un groupemultiplicatif et x € G.

1) Montrer que I’ensemble H = {x™; n € Z} est un sous-groupe de G.

2) Soit K un sous-groupe de G qui contient x, montrer que H c K.

1.3.2 Notion de sous-groupe engendré

Soient (G,.) un groupe et A un sous-ensemble non vide de G.

Le sous-groupe engendré par A est le plus petit sous-groupe de G contenant A4,
on le note par gr(A) ou (4).Si A = {a}, le sous-groupe engendré par A sera
noté par {(a) ce sous-groupe est appelé sous-groupe monogene de G. Si de plus il

existe n € N tel que a™ = 1, le sous-groupe (a) est dit cyclique.

Exemples

1) L’ensemble H = {2™: n € Z} est un sous-groupe monogene de (R*,x), et
ona H = (2).

13



2) Soit n € N, I’ensemble nZ est un sous-groupe monogene du groupe

monogéne (Z,+) eton anZ = (n).

Exercice
On considére 1’ensemble suivant ; A = {9,15}

1) Montrer que le sous-groupe de (Z, +) engendré par A est 3Z.
2) Genéraliser ce résultat.

Solution

1) 1l est clair que I’ensemble 3Z est un sous groupe du groupe additif (Z, +)
qui contient les éléments 9 et 15 .
Soit H un sous groupe de (Z,+) qui contient les éléments 9 et 15.
Montrons que 3Z c H.
Comme le pgcd(9,15) = 3, alors il existe a, b € Z tels que 9a + 15b = 3.
Et donc
3k = (9a + 15b)k = 9ak + 15bk € H ceci pour tout k € Z,
Par suite
3Z c H,dou (A) = 37Z.
1) Généralisation de la question 1) Soit A = {n, m} avec le pgcd(n,m) = d,

alorsona: (A) =3Z.

2 Les homomorphismes de groupes

2.1 Notion d’homomorphisme
Définition
Soient (G,*) et (G', m) deux groupes et une application f:(G,x) - (G',m) .
On dit que f est un homomorphisme ( morphisme ) de groupes si:

flx*xy)=f(x)mf(y)pourtousx,y € G.

14



v" Si de plus f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de groupes et G
et G'sont isomorphes et onnote G = G’ , et I'application réciproque
f1:(G', m) - (G,*) est aussi un isomorphisme de groupes .

v' Si G' = G on dit que f est un endomorphisme de G, un endomorphisme
bijectif s appelle un automorphisme.

Exemples
v" La fonction népérienin est un isomorphisme de groupes et La fonction

exponentielle Exp son isomorphisme réciproque.

v Soit G un groupe multiplicatif et a € G les applications suivantes: x
a lxa,n ~ a™ sont des homomorphismes de groupes.

v' L’application det est un homomorphisme de groupes

v" Soit G un groupe. L'ensemble des automorphismes du groupe G est un
groupe pour la loi o, dont I’é1ément neutre est id;. On le note Aut(G).

Proposition
Soient G et G' deux groupes multiplicatifs et f: G — G' un homomorphisme de

groupes, alors on a les assertions suivantes :

1) f(e) = €', oue [’élément neutre de G et e’ [’élément neutre de G'.
2) f(x™) = [f(x)] pourtout x € G ;
3) f(x™) =[f(x)]", pourtoutx € G et pour toutn € Z;

4) L’image directe d’un sous groupe de G est un sous groupe de G';

5) L’image réciproque d’un sous groupe de G' est un sous groupe de G.

Preuve( exercice )

2.2 Noyau et image

2.2.1 Propositions et définitions

Soit f: G — G’ un homomorphisme de groupes, alors on a:

15



1) L’ensemble f~1({e'}) = {x € G: f(x) = e'} est un sous-groupe de G,
appelé le noyau de f, et noté Ker(f).

2) L’ensemble f(G) = {f(x):x € G} estun sous-groupe de G', appelé
l'image de f, et noté Im(f).

3) f estinjectif si et seulement si Ker(f) = {e}.

4) f estsurjectif si et seulement si Im(f) = G".

2.2.2 Exemples et contres exemples

1) Le morphisme de groupe [n: (]0,+oo[,x) — (IR, +) injectif, car
Ker(ln) ={x > 0:ln(x) =0} ={x > 0:x = 1} = {1} . ll est aussi
surjectif car Im(In) = R. Donc In est un isomorhisme de groupes et
10, +oo[ , R sont isomorphes et In~! = Exp: (R, +) — (]0, +oo[,x) est

un isomorphisme de groupes.

2) L’application f:(R,+) - (U={z€ C: |z| =1},X) définie par
f(t) = et est un morphisme surjectif mais n’est pas injectif.
3) Soitn € N*, I'application det: (GL,(R),x) — (R*,X) estun

morphisme de groupes qui est surjectif mais n’est injectif.

2.2.3 Enoncé des exercices

Exercice 1
Soit une application f: (Z,+) - (Q*,x)définie par: f(k) = 2*.

1) Montrer que f est un homomorphisme de groupes.

2) Montrer que f est un injectif,f est il surjectif ?
Exercice 2

1) Montrer que tout groupe multiplicatif monogene infini G est isomorphe au

groupe additif Z.
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2) Montrer que tout groupe multiplicatif cyclique G d’ordre n est
iIsomorphe au groupe quotient Z/nZ'

Exercice 3
Soit G un groupemultiplicatif .

Montrer que tout homomorphisme f de groupe G se factorise a travers un
groupe quotient G/H ou H un sous-groupe distingué ( c.a.d. xH = Hx pour

tout x € G ) de G a déterminer.

2.2.4 Solution des exercices

Exercice 1
Soit I’application f: (Z, +) — (Q*,x)définie par : f(k) = 2.
1) Montrons que f est un homomorphisme de groupes.
Soientn,m € Z,ona f(n+m) =2"" = 2" x 2™ = f(n) X f(m).
Donc f est un homomorphisme de groupes.
2)
v’ f estinjectif
En effet ;
ker(f)={ke€Z:f(k)=1}={ke€Z:2=1}={k€Z:k=0}={0}.
D’ou f est injectif.
v f n’est pas un homomorphisme surjectif car le nombre -1€ Q*

n’admet pas un antécédent par I’homomorphisme f.
Exercice 2

1) Soit (G,%) un groupe monogeéne infini de neutre 1, alors il existe a € G
tel que G = (a).
On consideére I’application f: (Z, +) — (G,X) ; n+— a”

v" Il est clair que f est un homomorphisme de groupes
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vVker(f)=neZ:f(n)=1}={neZ:a"=1}={ne€eZ:n=0}=
{0}.
Donc I’homomorphisme f est injectif.
v L’homomorphisme f est surjectif.
En effet ; Soit x € G donc il existe n € N tel que x = a™, d’ou la subjectivité
de f .
On conclut que le groupe G est isomorphe a le groupe Z.

2) Comme (G,x) un groupe cyclique alors il existe n € N tel que a™ = 1.

On consideére I’application f: (Z/nZ' +) > (G,X); k— ak

v Montrons que f est bien définie. En effet ; Soient k et k' deux élément
de Z/nZ tels que k=k’ donc k et k’ ont le méme reste de la division
euclidienne de k et k'par n et par suite il existe p, g € N tels que

k=pn+ret'=gn+r,douk=k"+(p—q)n.
Et donc
f(k) = ak = a¥'+P-Dn=gk’ 4 q-Dn=gk x 1 = gk = f(k")
D’ou f est bien définie.
. T 77 Z
v’ Soientk, k' € %/, ona
flk+i) = f(k + k) = a*** = ak x a¥" = (k) x (k')

D’ou f est un homomorphisme de groupes.

v ker(f) ={k e Z/nZ: f(k)=1}={k € Z/nZ: a* =1)={k €
Z/ o k =0} ={0}.

Donc f est un homomorphisme injectif.

v" f est un homomorphisme surjectif par construction de f.

Exercice 3
Soit f un homomorphisme de groupe multiplicatif G.
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Montrons que fse factorise a travers un groupe quotient G/H ou H un sous-
groupe distingué.

On considére les homomorphisme suivants :

vV p:G — G/ker(f) X - g(x) = x = xker(f)
Y 8 her(ry = M) X0 9@ = F(0)

voiIm(f) = Gy~ i(y) =y
Il est clair que p est un homomorphisme de groupes surjectif et g est une
application bien définie et aussi un homomorphisme de groupes, carfest un
homomorphisme de groupe et i est un homomorphisme de groupes.
De plus on a pour tout x € G

(fogop)(x) =(iog)® =i(f(¥) = f(x)
Parsuite f =iogop
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Structures d'Anneaux et de Corps

1 Les anneaux et les sous-anneaux

1.1 Les anneaux

1.1.1 Notion d’anneau
Soit A un ensemble non vide, on dit que A est un anneau s’il est muni de deux

lois de composition internes : I'une notée comme une addition + et

I'autrecomme une multiplication ., vérifiant les propriétés suivantes :

6) (A, +) est un groupe abélien, on note 0 son elément neutre, (appelé aussi le
zéro de I’anneau).

7) La multiplication est vérifiee les deux conditions suivantes :

a) L’associativité, c'est-a-dire : x.(y.z) = (x.y).z pourtous x,y,z € A.

b) La distributivité sur I'addition a gauche et a droite, c'est-a-dire :

x.(y+z)=xy+ x.zet (x+y).z=x.z+y.z pourtous x,y, z € A.

v" Si de plus la multiplication est commutative ; c'est-a-dire : x.y = y.x
pour tous x,y € A, on dit que I'anneau (4, +,.) est commutatif.

v On dit que I’anneau (4, +,.) est unitaire, si de plus la multiplication
admet un élément neutre noté 1 (appelé aussi I’'unité de 1’anneau); c’est-
a-dire:x. 1 = 1.x = x pour tout x € A.

v" Si la multiplication n’admet pas d’élément neutre, on dit que (4, +,.) est

un anneau non unitaire, (4, +,.) est appelé aussi un Pseudo-anneau.

1.1.1.1  Exemples d’anneaux
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7) Lesensembles (Z,+,.), (Q,+,.), (R, +,.) et (C,+,.) sont des anneaux
commutatifs unitaires.

8) Soitn € N* — {1}; (R™, +,.) est un anneau commutatif unitaire, ou
I’addition et la multiplication sont définies comme suit :

pour tous (x1, X5, oo, X)), V1, Yoy o, V) E R* 0N A (X1, X5, o, Xp) +

V1, Y2s s V) = (1 + Y1, X2 + Yo, o0, X+ YL

(X1, X2, s X)) V1, V2o oo 00 Vi) = (X1Y1, X2Y2, o) X V).

9) L'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients réels est un
anneau non commutatif unitaire, ou 1’addition et la multiplication sont

définies comme suit : pour tous matrices A et B d’ordre n; on peut
écrired = (aij)lsi’an,B = (bij)lsi,anon adonc: A+ B =

(a;; + bij)lsi,jsn et A.B = 2k ay, bki)1si,jsn' de zéro la matrice
nulle et d’unité la matrice identité I,,.

10) Soit I un intervalle de R, I’ensemble (¥ (I, R), +,.) des fonctions
de I dans R est un anneau commutatif unitaire, on peut le noté aussi par:
R! avec I’addition et la multiplication sont définies comme suit: soient
f, g deux éléments dans F(I,R) ; pourtoutx € I,ona (f + g)(x) =
fx)+gx)et(f.g)(x) = f(x)g(x).D’unité la fonction constante
¢ (c(x) =1Vx €l) etde zéro la fonction identiqguement nulle.

11) L’ensemble des suites réelles RN, muni de I’addition et de la

multiplication usuelles des suites, est un anneau commutatif unitaire.

1.1.2 Remarques importantes

1) 11 est nécessaire d’imposer la distributivité de la multiplication a droite et
a gauche. Par exemple si on prend I’ensemble (RR, +,0) n’est pas un
anneau :onabien (f+ g)e h=foh+ goh pourtous f, g, h dans
R®  mais généralement fo(g+h)# fog+goh.
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2) Lorsqu’on travaille dans un anneau, de nombreux calculs se passent

comme dans I’anneau (Z, +,.).

1.1.3 Enoncé des exercices

Exercice 1
Soient (4, +,.) Un anneau et E un ensemble non vide,

1) Montrer que 1I’ensemble A (E, A) des applications de E dans A est un anneau.
2) Montrer que A(E, A) est commutatif si et seulement si A est commutatif.

3) Montrer que A(E, A) est unitaire si et seulement si A est unitaire.

Exercice 2

Soit (4, +,.) Un anneau commutatif unitaire (de neutre pour 1’addition 0 et de
neutre pour la multiplication égale a 1). Montrer que A[X] I’ensemble des
polyndmes a une indéterminée a coefficients dans A est un anneau commutatif
unitaire.

Exercice 3
Soient (G, +) un groupe abelien et End(G) I’ensemble des endomorphismes

de G.
1) Montrer que le triplet (End(G), +,0) est un anneau unitaire.
2) L’anneau (End(G), +,0) est-il commutatif ?

Exercice 4
On considére I’ensemble suivant : B = {a + ib; (a, b) € Z?}

2) Deéterminer deux anneaux A et Ctelque: A c B c C.
3) Montrer que B est un anneau commutatif unitaire.

Exercice 5
Soitn € N.
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Montrer que I’ensemble Z/nZ muni de deux lois de composition
internes suivantes :
X+y=x+yetx.y = Xy pour tous x,y € Z/nZ est un anneau commutatif

unitaire.

Exercice 6
Soient A et B deux anneaux unitaires.

1) Montrer que ’ensemble A X B = {(x,y); x € A,y € B} est un anneau
unitaire.
2) Montrer que I’anneau A X B est commutatif si et seulement si les deux

anneaux A et B sont commutatifs.

1.1.4 Solution des exercices

Exercice 1
3) Soient f, g deux eléments de A(E, A), on définit deux lois de

compositions internes sur A(E, A) comme sulit :

f+9)x) =fx)+gx)et(f xg)x)=f(x)-g(x) pourtoutx € E.
Montrons que I’ensemble (A(E,A),+) est un groupe abélien :

v' Soient f, g, h trois éléments de A(E,A),OnaVx € E :
[(f + 9) + h](x) = (f + g)(x) + h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x) = f(x) +
(g +h(x) = f(x) + (g + () = [f + (g + W]X).
Donc la loi + est associative dans A(E, A).
v’ Soit 8: E — A I’application nulle ( 8(x) = 0, pour tout x € E ) :
Onapourtout f € A(E,A), f+6 =06+ f donc @ est 1I’élément neutre
de (A(E, A),+).
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v Soit f € A(E,A), on définit I’application f;: E — A comme suit :
f1(x) = —f(x) pour tout x € E, nous notons que 1’élément f; est
dépond de f.

Onadonc f + f; = f; + f = 0 et par suite tout élément de
(A(E,A),+) admet un oppose.

v" De plus pour tous f, g dans A(E, A),pour tout x dans Eon
a:(f+ @) =f)+gx) =g+ f(x) =g+ ).

Doncf+g=g+f.

D’ou I’ensemble (A(E, A),+) est un groupe abélien.

Pour la deuxiéme loi X:

v' Soient f, g, h trois éléments de A(E, A):

OnaVvx € E,[(f x g) X h](x) = (f X g)(x) - h(x) = f(x) - g(x) - h(x) =
) (g0 - h(x)) = f(x) - (g x W)(x) = [f X (g X B)](x)

Donc (f X g) X h = f X (g X h) et par suite la loi X est associative.

v" De méme on montre que la multiplication est distributive a gauche et a

droite a 1’addition, c'est-a-dire pour tousf, g, h dans A(E,A),ona:
fx@+h)=({xg)+(f xh)
et (f+g)xh= (fxh)+(gxh)

Conclusion : le triplet (A(E, A), +,X) est un anneau.

4) &) Supposons queA est un anneau commutatif, montrons que 1’anneau

A(E, A) est commutatif. Soient (f, g) € (c/l(E,A))Z, on a pour tout x €
E: (fxg)x)=f(x).gx)=g).f(x)=(gXx[f)(x)doncf xg =

g X f et par suite I’anneau A (E, A) est commutatif.

=) Supposons que A(E, A) est un anneau commutatif et montrons que

’anneau A est commutatif. Soit (a, b) € A% , il existe (f, g) € (c/l(E,A))Z;
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pourtoutx € E,f(x) =a et g(x) =b.Donc a.b = f(x).g(x) =

(fxg)x)=(g X f)x) =gx).f(x) = b.a et par suite I’anneau A est
commutatif.

5) <)Supposons que A est un anneau unitaire d’unité 1, on prend
I’application f;: E — A par f;(x) = 1 pour tout x € Eet soitf €
A(E, A).
Onapourtoutx € E,(f X f1)(x) = f(x).f1(x) = f(x).1 = f(x) =
1L.f(x)=f1(0).f(x) =(fi xf)(x),donc f X f; = f; X f =f etparsuite
I’ensemble A(E, A) est un anneau unitaire d’unité I’application f;.
=) Supposons que A (E, A)est un anneau unitaire d’unité 1’application f;.
Montrons que I’anneau A est unitaire, soit a € A donc il existe f €
A(E,A); f(x)=apourtoutx € E. Etparsuite: a.1 = f(x).f;(x) =
xR =fx)=a=(,Xf)x)=fix).f(x) =1.a,d ou ’anneau

A est unitaire.

Exercice 2

Soit (4, +,.) Un anneau commutatif unitaire (de neutre pour 1’addition 0 et de

neutre pour la multiplication égale a 1). Montrons que A[X] est un anneau

commutatif unitaire.

L’ensembleA[X]s’écrit comme Suit :

n
AlX] = {P = zaiXi; n€N et (ay ay,...,a,) € A1
i=0

Soient P = 3" ja; X" et Q =Y, b; X' deux éléments de A[X], on définit

deux lois de composition interne sur A[X] comme suit :

P+ Q = Z:r:(l)x(n'm)(ai + bi)Xi et P X Q = Z?:Om(z:;:O a]-. bi_j)Xi
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Donc il est facile de veérifier que le triplet (A[X], +,%X) est un anneau
commutatif unitaire d’unité le polynome constant1, et de zéro le polynéme

constant 04.

Exercice 3
On considére ’ensemble suivant :B = {a + ib; (a, b) € Z?}

Remarque
L’anneau B sera note par Z[i] et s’appelle ’anneau des entiers de Gauss dont
ces éléments sont des nombres complexes dont les parties réelles et les parties
Imaginaires sont des entiers relatifs.
1) Il est clair que :
Z=fa+ix0;(a, 0)eZ*}c{a+ib:(a. b)EZ*}CB
EtB ={a+ib;(a, b) € Z*}c {a+ib;(a, b) € R?} =C

Et comme (Z,+,.) et (C,+,.) Sont deux anneaux, donc on peut prendre ces

deux anneaux A=7Z et C =C

€) Montrons que I’ensemble B est un anneau commutatif unitaire.

Comme Z c B c C, donc il est tout a fait naturel de consideérer les structures

habituelles des anneaux commutatifs unitaires Z et C . Plus précisément ;

soit (a,b,c,d) € Z*(a+ib) + (c+id) =(a+c)+i(b+d)et

(a+ib).(c+id) = (ac — bd) + i(ad + bc)

Il suffit de verifier les axiomes suivants :
v' L’ensemble (B, +) est un groupe abélien de neutre 0.
v La multiplication est associative et distributive sur l'addition a gauche

et a droite dans I’ensemble .

v L’élément neutre de I’ensemble (B,.) est 1.
v" En fin conclure que I’ensemble (B, +,.) est un anneau commutatif

unitaire.

Exercice 4
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Soitn € N,

Montrons que I’ensemble Z/nZ muni de deux lois de composition
internes suivantes :

X+y=x+y et x.y =Xxypourtous x,y € Z/nZ est un anneau
commutatif unitaire.

v Pour n = 0:

Ona: Z/nZ = Z/OZ = Z/{O} = Z est un anneau commutatif unitaire.

v Pourn>0:

> Montrons tout d’abord que I’ensemble (/.. +) est groupe

abélien :

o Soientx,y,z€%/ ,={01,....n—1}ona:(x+y +z=
X+y+z=x+y+z=x+@y+2)=x+y+tz=x+
(¥ + 2), donc I’addition est associative dans Z/nZ :

e Ilestclair que O est un élément neutre de (%/, . +).

e Pourtoutx € Z/nZ , il existe et uniquey € {0,1, ....,n — 1} ;
% + y=y+x=0 , donc tout élément de (%/, ;,, +) admet un
Opposé.

e Pourtous X,y € Z/nZ ,0Nnax + y=y+x, donc (Z/nZ' +) est

abélien.

» Pour la multiplication :

e La multiplication est associative et aussi est distributive sur

I’addition a gauche et a droite (a faire chez vous).
e Pourtousx,y € Z/nZ ona:x.y=xy=yx=y.xetx.1=1.x=
x donc la multiplication dans Z/nZ est commutatif et admet un

élément neutre.
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Conclusion :

Le triplet (£/,, +,.) est un anneau commutatif unitaire.

1.1.5 Regles de calculs
Soient 4 un anneau et n,m € N*

1) Pourtoutx € 4,0na: x.0=0.x=0

2) Pourtousx,y € A ona: (—x).y =x.(—y) = —(x.y)

3) Pourtousx,y € A ona: (—x).(—y) =x.y

4) Pour tout x € Aona: x™1 = x.x™ = x™. x et si 4 est unitaire et

x # 0 alors, x° = 1.

5) Pourtoutx e Aona: nx=x+Mn—-1).x

6) Pourtoutx € Aona: x™™ =x™ x™ =x™.x™ et (x™)™ = x™™
7) Pourtousx,y €EA;x.y =y.x ona:

a) (x.y)"=x"y* =y x"

b) (x+y)" =Ykt ckxk.y"=* (Formule de binme de Newton).

Exercices
Al-Wadih en Mathématiques : Algebre et Géométrie section Sciences
mathématiques : Exercices 26-28 page 227.

1.2 Les sous-anneaux

1.2.1 Notion de sous-anneau
Soit B un sous-ensemble non vide d’un anneau A. On dit que [’ensembleBest un

sous-anneau de (A, +,.) s il vérifie les deux conditions suivantes :
1) B est un sous-groupe du groupe additif (4, +).
2) B est une partie stable dans (4,.) c.a.d. : pour tous (x,y) € B?,
ona x.y € B.

1.2.2 Définition et propriété

Soit B un sous-anneau d’'un anneau unitaire A.
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1) Side plus 1, € B, on dit que B est un sous anneau unitaire.
2) Si A est commutatif, alorsB est commutatif. Mais la réciproque est fausse
en genéral.(Veérifier cette propriéeté).

Remarque :
Tout sous-anneau B d’un anneau A, peut étre considérer comme un anneau pour

les lois déduites de celles de A par la restriction a B. Donc pour montrer qu'un
ensemble donné est un anneau, il suffit de montrer que c'est un sous-anneau de
cet anneau déja connu.
Application

Refaire la question numéro 2) de I’exercice 4), en utilisant cette remarque.

Dans la pratique :

Pour montrer un sous-anneau d’un anneau donné, en utilise souvent les

caractérisations suivantes :

1) Un sous-ensemble non vide B d’un anneau A est un sous anneau si et
seulement si pour tout (x,y) € BZona: (x —y,x.y) € B2

2) Un sous-ensemble non vide B d’un anneau unitaire A est un sous anneau
unitaire si et seulement si 1, € B et pour tout (x,y) € B2ona:

(x —y,x.y) € B2,

1.2.3 Exemples des sous-anneaux

1) L’ensemble (Z, +,.) est un sous-anneau commutatif unitaire de (Q, +,.)
qui est un sous-anneau commutatif unitaire de (IR, +,.) qui est aussi un
sous-anneau commutatif unitaire de (C, +,.).

2) L’ensemble (Z, +,.) est un sous-anneau commutatif unitaire de I’anneau
des entiers de Gauss (Z[i], +,.) qui est aussi un sous-anneau commutatif
unitaire de (C, +,.).

{0} et A sont des sous — anneaux de A.

i A n ann lor :{
3) Si A estun anneau alors A est un sous — anneau de l'anneau A[X].
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4) Pour tout n € N — {1}, nZ est un sous anneau commutatif non unitaire de
(Z,+,.).

5) Soit I un intervalle de R ; I’ensemble des fonctions dérivables de I vers R,
D(I,R) est un sous anneau commutatif unitaire de I’anneau des fonctions
continues C(I, R) qui un sous anneau commutatif unitaire de 1’anneau

commutatif unitaire des fonctions (F(I, R), +,.).

1.3 Anneau integre

1.3.1 Notion d’anneau integre
Soit A un anneau commutatif. On dit que [’anneau A est integre si et seulement

SiA#{0}et(Vx,y€eA: x.y=0=x=00uy=0).

1.3.2 Exemples et contre-exemples
1) Les anneaux(Z,+,.), (Z[i],+,.),(Q,+,.), (R, +,.) et (C,+,.) Sont
intégres.
2) (Z/SZ' +,.) est un anneau intégre mais (Z/6Z' +,.) N’est pas un intégre.
3) L’ensemble des matrices carré inversible d’ordre 2 ; G, (R) est un anneau

intégre, mais 1’ensemble des matrices carré d’ordre 2 ; M, (R) n’est pas

un anneau integre.

1.3.3 Enoncé des exercices

Exercice 1

Soitn € N* — {1}.

Montrer que Z/nZ est un anneau intégre si et seulement sinest un nombre
premier.

Exercice 2

Soit A un anneau commutatif unitaire.

Montrer que A est intégre si et seulement si 1’anneau A[X] est intégre.
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Exercice 3

Exercice 7 page 225 du livre Al-Wadih en Mathématiques : Algebre et

Géométrie section Sciences mathématiques.

1.3.4 Solution des exercices
On considére I’ensemble suivant : E = {( a Z), (a,b) € ZZ}

7b

1) Montrons que (E,+,.) est un anneau commutatif unitaire.

2)
)

v Le couple (E,+) est un sous-groupe du groupe abélien(M,(R), +)
(a vérifier) donc (E,+) estun groupe abélien.

v" Il est facile de vérifier que (E,.) est stable dans (M, (R),.) (c’est
a dire - est une loi multiplication est interne dans E') et puisque
(M, (R), +,.) est un anneau, alors la multiplication est associative
et distributive sur I'addition a gauche et a droite, alors elles le sont
aussi dans (E, +,.).

1 0

0 1)EE

v Sionprend a =1 et b = 0alors la matrice identité (

et donc ’anneau (E, +,.) est unitaire.
v La multiplication est commutative dans E ( facile a vérifier), donc
I’anneau (E, +,.) commutatif.

Conclusion : le triplet (E, +,.) est un anneau commutatif et unitaire.

&) Trivial.

=) Montrons cette implication par le raisonnement du contrapose.

Supposons que a # 0 oub # Omotrons que a? — 7b% # 0, sinon

v Si b # 0 montrons que a? — 7bh? # 0, sinon a? = 7b? donc

a

2
(;) = 7 (nous notons que b? divise a? dans I’anneau Z) et par suite

le nombre 7 est un carré complet dans Z, absurde, et par conséquent
a’?—-7b%>+#0.
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v Sia # 0 montrons que a® — 7b% # 0, sinon a? = 7b? donc le
nombre 7 divise a? dans ’anneau Z et comme 7 est un nombre

premier positif alors 7 divise a par suite il existe a’ € Z; a =

2
7a'(a’ # 0),donc 7a’? = b? alors (%) = 7, contradiction, et par

conséquent a® —7b% # 0.

Conclusion

Onadonc (a# 0 ou b # 0) = (a? — 7b? # 0) et par suite par le
raisonnement du contraposé on a(a? — 7b%2 = 0) = (a =0 et b = 0).
D’ou I’équivalence demandé.

Remargue

_Au cours de la démonstration de I’implication : =) on a utilisé les
raisonnements par disjonction des cas et par absurde.

i)  Montrons que (E, +,.) est un anneau integre.

Soient A = (7ab Z),A’ = (7ab’, Z:) EE; A.A' =0 alors

det(A.A") = 0, donc det(A)det(A") = 0 par suite det(4) =0 ou
det(A") = 0 par conséquent (a* — 7b? = 0)ou (a'? — 7b"? = 0), donc
d’aprés la question 2)i)ona (a=0 et b=0) ou (a'=0 et b'=0)
dou A=0 ou A =0.

Conclusion : L’anneau (E,+,.) est integre.

1.4 Groupe des unités d’un anneau

1.4.1 Introduction
Soit (4, +,.) un anneau commutatif unitaire non trivial (c. a. d. A # {0}),

alorsona:

v' Le couple (4,+) est un groupe abélien.
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v Le couple (4,.) vérifié la premiére, la deuxiéme et la quatrieme
assertions du groupe (- est associative, -admet un élément neutre et
-est commutatif), mais la troisiéme assertion n’est pas forcément
verifiée (tout élément de A admet un inverse).

Le but du paragraphe suivant est d’introduire les anneaux qui

admettent la troisieme assertion ci-dessus.

Définition
Soit (4, +,.) un anneau commutatif unitaire non trivial. On dit qu 'un élément

x € A est une unité de A, s’il est inversible dans A.

1.4.2 Proposition et définition
Soit (4, +,.) un anneau commutatif unitaire non trivial. On considere

| ’ensemble suivant :B = {x € A; x~! exixte et appartient 3 A }. Le coule
(B, .) est un groupe abélien, appelé le groupe des unités de A, et noté par
U(A).

Preuve :

v Onall=1€A4,doncU(A) # ¢.

v’ Soient x,y € U(A), alorsx™1,y~1 € A, eton
a:(x.y).(lax ) =x(yy Dxtl=x1x1=xx1=1,
donc (x.y) lexisteet (x.y)"t =y lx"t €4,

et par suite x.y € U(A).

v  Soitx € U(A), alors(x™1)"1 =x € Aetdonc x~1 € U(A).

1.4.3 Exemples:
1) U(Z) ={1,-1}

2) UCZL] = {1,-1,i,—i}
3) Soitn € N —{0,1}
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Ona U(Z/nz) ={m; me{0,...,n—1} et mAn =1},

en effet :

m e U(Z/nz) & m est inversible dans Z/nz

S llexistep € Zm.p =1

Il
ol

o llexistep e Zmp — 1
1

(@]

& llexistep € Zm.p — 1
& Il existe (p,s) EZ?;mp—1=ns
& Il existe (p,s) €EZ% ;pm—sn=1
& llexiste (p,q) €Z% ;pm+qn =1

& m An = 1(Théoréme de Bézout dans Z).

4) U(Q) = Q*, U(R) = R*et (C) = C".

Remarque :

On remarque dans 1I’exemple 4) ci-dessus que les groupes

d’unités des anneaux Q, R et C sont respectivement Q*,

R* et C* c. a.d ces anneaux privé de zéro, ces anneaux

s’appellent corps, on les introduit d’une maniére générale dans le

paragraphe suivant :

1.5 Les corps-les sous corps

1.5.1 Notion de corps
Définition 1

On appelle corps tout anneau commutatif unitaire dans lequel tout élément non

nul est inversible, on le note par K etona: U(K) = k*.

Définition 2
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Soit K un corps. Un sous ensemble non vide JdeK est dit un sous-corps s’il est
un sous-anneau unitaire de K tel que I'inverse de tout élément non-nul de J

appartient aussi a J.

1.5.2 Exemples et contre-exemples
1) Q estsous corpsde R qui est un sous corps de C, ils

contiennent Z comme un sous anneau qui, lui, n’est pas un corps
et par suite n’est un sous-corps de Q, R etde C.

2) L’ensemble :

{a++2b; a,b € Q} estunsous-corps de R noté par Q(v2) qui

contient Z comme sous anneau qui, lui, n’est pas un corps et par

suite n’est pas un sous corps de @(\/7)

3) L’ensemble {a + ib; a,b € Q} est un sous-corps de C noté
par Q(i) quicontient Z[i] comme sous anneau qui, lui, n’est
pas un corps et par suite n’est pas un sous corps de Q(i).

4) L’anneau unitaire des matrices carré d’ordre 2(M, (R), +,.)

n’est pas un corps.

5) L’anneau commutatif unitaire intégre Z/3Z est un corps, mais

I’anneau commutatif unitaire non integre Z/ 47 1’ est pas un
corps.

6) Soitn € N* — {1}.

Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier si et seulement

si Z/ . estun anneau intégre.

Remarque :
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D’apres I’exemple 6) on remarque que la notion de corps coincide avec la
notion d’anneau intégre. Que peut-on dire d’une maniére générale ? la

réponse dans le théoréme suivant :

Théoreme

Tout corps est un anneau integre, mais la réciproque est fausse en
genérale.

Preuve :( Exercice)

1.5.3 Exercices

Exercice 1

Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires. On considére 1’anneau

commutatif unitaire A X B = {(x,y); x € A,y € B}(voir I’exercice 6), les lois

sont définies par (x,y) + (z,t) = (x+z,y+t) et (x,y).(z,t) = (x.2,y.t)

1) i) Montrer que si A X Best un corps, alors A et B sont des corps.

ii) Que peut-on dire de la réciproque ?

2) Montrer que 1’anneau commutatif unitaire A[X] n’est jamais un corps

méme si A est un corps.

Exercice 2

On considére ’ensemble suivant :

K = {(Z a_-l—bb); (a,b) € [RZ}

Montrer que (K,+,.) estun corps.

Exercice 3

(Exercice 13 page 225 Al-Wadih en Mathématiques : Algébre et
Géomeétrie section Sciences mathématiques ).
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1.6 Les idéaux

1.6.1 Notion d’idéal
Soient (4, +,.) un anneau commutatif unitaireet I unsous- ensemble non vide

de A.Onditque I estun idéal de A si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

1) Le couple (1, +) est un sous-groupe du groupe (4, +) ;

2) Pourtouta € Aetpourtout x €l,0na a.x =x.a € 1.
Proposition
Soit (4, +,.) un anneau commutatif unitaire.

Si I unidéal de A, alors I est un sous-anneau de A. La réciprogue est fausse en

général. ( Exercice)

1.6.2 Exemples
1) Si (A, +,.) un anneau commutatif unitaire, alors {0} et A sont deux idéaux

de A.

2) Pour toutn € N, I'ensemble nZ est un idéal de I'anneau Z.

3) Les ensembles :{(x,0): x € R}, {(0,x): x € R} sont des idéauxde I’anneau
commutatif unitaire(R?, +,.)

4) Soit I un intervalle de R qui contient 0, on sait que 1’ensemble
(F(,R),+,.) des fonctions de I dans R est un anneau commutatif
unitaire, le sous-ensemble I = {f € F(I,R): f(0) = 0} est un idéal de
F(,R).

1.6.3 Enonce des exercices

Exercice 1
Soient (A, +,.) un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.
Montrer que :

1) 1 € Isietseulementsil = A.
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2) 1 contient un élément inversible de A si et seulement si I = A.
Exercice 2
Soit (4, +,.)un anneau commutatif unitaire.
1) Montrer que l'intersection d'une famille quelconque d'idéaux de A est un
ideal de A.

2) La réunion de deux idéaux de A est-il un idéal de A.

1.6.4 Solution des exercices

Exercice 1

1)

&) car I = A qui est un anneau unitaire.

=) Il suffit de montrer que A c I. Soitx € A,comme 1 €l,alorsx =x.1 €1
2)

s)carl=A et U(A) c A.

=) Il suffit de montrer que A c I. Soit x € A, puisqu’il existe a € I N U(A) et
x=x.al.ael,carx.al € A et a €I quiestunidéal A

Exercice 2

1) Soit (I;). . une famille d'idéaux de A. Montrons que I’ensemble I =
1/ jeg

Nje; I; estunidéal de A.
v" Le couple (I, +) est un sous-groupe de (4, +).( voir le cours de la
théorie des groupes )
Soient x € Ieta € A. Comme les {I;: j € J} sont des idéaux de A, alorsx.a € I;
pour tout j € J, etdonc x.a € 1.

Conclusion :

L’ensemble I est un idéal de A.
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2) Il suffit de prendre par exemple dans I’anneau commutatif unitaire
(R?,+,.), les idéaux suivants : I;={(x{,0): x; € R}
etl, = {(0,x,): x, € R}; ’ensemble I; U I, n'est pas un sous-groupe de

(R?, +).

2 Les homomorphismes d’anneaux

2.1 Notion d’homomorphisme d’anneaux
Définition
Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires. On appelle homomorphisme
d'anneaux unitaires de AversB toute application f : A — B qui Vérifie les
assertions suivantes:
1) Pourtous x,y dans ,f(x +vy) = f(x) + f(y);
2) Pour tous x, ydans ,f(x.y) = f(x).f(y);
3) f(14) = 1.
Théoreme
Soit f homomorphisme d'anneaux unitaires de A vers B, alorson a :
1) f est un homomorphisme de groupes de (4, +)vers(B, +).
2) f estun homomorphisme de (4,.) Vers (B,.).
3) L’application f est impaire.

2.2 Propriétés fondamentales
1) Si f: A — B est un homomorphisme d'anneaux unitaires, alors on a :

v L'image de f; Im(f) est un sous-anneau unitaire de B.
v Lenoyaude f ; Ker(f) = {x € A: f(x) = 05} = f~1{0,} est
sous-anneau non unitaire de A.
2) Si f: A — B est un homomorphisme d'anneaux unitaires, alors lI'image

directe par f de tout sous-anneau unitaire de A est un sous-anneau unitaire

de B ; en particulier Im(f) est un sous-anneau unitaire de B, et I'image
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réciproque par f de tout sous-anneau unitaire de B est un sous-anneau
unitaire de A.

3) Side plus les anneaux A et B sont commutatifs, alors I’image directe par
f d’un idéal de A est un idéal de Im(f) qui n’est pas forcément un idéal
de B, et I’image réciproque d’un idéal de B est un idéal de A4; en
particulier le noyau de f est un idéal de A.

4) Si f:A — B et g: B — C sontdes homomorphismes d'anneaux unitaires,
alors g o f: A — C est un homomorphisme d'anneaux unitaires.

5) Si f: A — B est un homomorphisme d'anneaux unitaires bijectif, alors sa

bijection réciproque f~1: B — A est un homomorphisme d'anneaux

unitaires; on dit dans ce cas que f est un isomorphisme, et que les deux

anneaux A et B sont isomorphes.

2.3 Remarque importante

Toutes les propriétés que nous avons vues dans la partie d”’homomorphisme
de groupes dans le cours de la théorie de groupes restent vraies dans ce
paragraphe, en effet ; tout homomorphisme d’anneaux unitaire est un
homomorphisme de groupes.

Exercice :

SoientA et B deux anneaux commutatifs unitaireset f: A X B — A une
application definie par : f(x,y) = x pour tout (x,y) € A X B.

1) Montrer que f est un homomorphisme d'anneaux unitaires.

2) Verifier que f est surjectif.

3) L’homomorphisme f est-il injectif ?

4) Montrer que les deux anneaux A X B et B X A sont isomorphes.
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