CRMEF-RSK / Section Kénitra Département de Mathématiques

Examen de Validation du Module
Complément de Formation 2 : Analyse 1

Cycle : Secondaire
Durée : 2H

Exercice 1 7 points

1. Soient les deux suites numériques (U,),>1 et (V,,)n>1 suivantes :
k=n 1 k=n 1
U, = — | —2vn , V,= — | —2vn+1

Montrer que (Up,)n>1 €t (V,)n>1 sont adjacentes. Que peut-on conclure ?
2. Soient a et'b deux nombres réels strictement positifs . On note H, G et A, respectivement
les moyennes harmonique, géométrique et arithmétique de a et b, définies par

1—11+%) L G=vab et A—2(a+b)

72k
a) Montrer que H < G < A.

b) Soient (an)n>1 €t (b, )as1 deux suites définies par la donnée de réels strictement
positifs,ag et by et les relations de récurrence suivantes

1 1 1 /1 1
V€N, angr = =(an +ba) et ——(—+—).
ne N, apq1 2(a +0b,) e b 2 (an + bn)

Montrer que (an)n>1 €t (by)n>1 sont adjacentes.

¢) Verfier que ap41b,11 = a,b, et déduire la limite de (a,),>1 en fonction de aq et by.

Exercice 2 7 points
falz)=zew —1 >0
fn(0) ==1
Soit (C,) la courbe de f,, dans un repére orthonormé:
1. Etudier la continuité de f,, sur [0, +o00[

Pour tout n € N*, on considére la fonction, {

2. En utilisant la définition étudier la monotonie de la fonction f, sur |0; +oo .
3. Etudier la position relative des deux courbes (C),) et (Cp11)-
4. a) Montrer que (Vn > 1) (3'z, > 0) fu(z,) =0
b) Etudier la monotonie de la suite (z,),>1 . En déduire qu’elle converge.
¢) Montrer que (Vn>1)z, > 1.
d) Montrer que limz,, =1

Exercice 3 6 points

1. Soit f : R — R une fonction injective et continue.
i. Supposons qu’il existe x <y < z tels que f(x) > f(y) et f(y) < f(2).
Vérifier que pour tout « tel que f(y) < a < min{f(z), f(2)}, il existe a €|z;y[ et
b €ly, z[ tels que f(a) = a = f(b).
ii. Déduire que f est strictement monotone.

2. Soit g : R — R une fonction vérifiant la relation g o g(x) = —=x.
i. Vérifier que g est injective.
ii. Montrer que g n’est pas continue sur R .
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Exercice :

1)

2)
3)

4)
5)

6)

7)

i)
i)

Préciser toutes les propriétés vérifiées par 1’addition dans Z et en déduire la structure de
(z,+) .(1pt)
Soitn = 2. Montrer que nz est un sous-groupe de (z,+ ). (0.5 pt)
Soit H un sous-groupe de ( z, + ), montrer qu’il est de la forme mz, dont on pécisera
I’entier naturel m. ( 1.5 pts)
Déterminer tous les sous-groupes H de (z, + ), vérifiantnz c H c z, (n>2). (1 pt)
Pour n>2et xez,onposex = {x+nk, k € z}et%/, ,={x, x € z}.
On définit dans Z/,, ; , additionpar: X @ y = x + y pour tout ( x,y) € z>.
i) Montrer que 2/, , = {0,1,2,.....,n—1}.(1pt)
i) Calculer dans 2/, les expressions: 5 gy 2.3 3, 46 2et 4 5 (05pt)
i) Montrer que (%/, z ,) est un groupe abélien. (1 pt)
i) Caractériser tous les sous- groupes de ( %/, z ., ) (0.75 pt)
i) Traiter le cas particulier du groupe ( Z/6 z D). (0.75pt)
Soit n>2, on considere I’application f: (z,+) — (%/n 7z, D) définie par :
f (x)=x pour tout x € z.
Montrer que f est un homomorphisme de groupes. ( 0.5 pt)

Vérifier que f est surjective. (0.5 pt)

i) Calculer ker(f), en déduire que f n’est pas injective. (1 pt)
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Exrcice 1:

Soient M et N les milieux des cotés [AD] et [BC] du rectangle ABC'D et P un point de la demi-droite
de (DC) qui ne contient pas C. Soit @) le point d’intersection de (PM) et (AC). La droite qui passe
par le centre O et parallele a (BC') coupe (QN) au point K.

1- Montrer que (K M) est parallele a (PN).

2- Montrer que QTV\M = MNP.

Soient ABC' un triangle, P un point du plan et Ay, B; et C les projetés orthogonaux de P respective-
ment sur les droites (BC), (AC) et (AB).

1- Supposons que P est sur le cercle circonscrit a ABC' et que P est sur 'arc AC' qui ne contient pas

B.
i. Faire un dessin avec la regle et le compas.
ii. Vérifier que ml = 180" — A/li“' et déduire que ml = A/ﬁ' et m = m
iii. Vérifier que A, By, P et C; sont sur le méme cercle et déduire que 51/31\01 = m = m 5
iv. De méme montrer que ATP\C = m et déduire que Ay, B; et C} sont alignés.

2- Réciproquement supposons que Ay, By et Cy sont alignés. Montrer que P est sur le cercle circonscrit
a ABC.

Exercice 1: 1. (2pts), 2. (2pts).
Exercice 2: 1.i. (0.5pts), L.ii. (1pts), 1.iii. (1.25pts), L.iv. (1.25pts), 2. (2pts)
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