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Contrdle 1

[Exrcice 1: 7 points}

Soit (ay)nen une suite de réels positifs et (u, ),en la suite de terme général u,, = \/ao + \/al + -+ a,.
1- On suppose que pour tout n € N, a,, = a > 0. Vérifier que u,; = \/a + u, et montrer que (uy,),

1++vV1+4a
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converge vers [ =

2- On suppose que a, = A2 avee A > 0. Vérifier que u, = )\\/1 + V14 -4+ +/1 et montrer que

1+\/5A
7

(un)n converge vers

3- On se propose de montrer que (u,,), converge si et seulement si la suite (a2" ), est bornée.

1
. s . on+1
i. Vérifier que u,, > a2 .

1
ii. Déduire que si (uy,), converge alors la suite (a7 ), est bornée.

1

iii. Réciproquement montrer que s’il existe A > 0 tel que a2 < X pour tout n € N, alors (u,),

converge.

[Exrcice 2: 7 pointsj

Soit f, la fonction définie sur [0, 1] par f,(z) =1 — 2z —In(1 + a™).

1- Montrer qu’il existe un unique z,, € [0, 1] telle que f,(z,) = 0.

2- Montrer que pour tout n > 1, f,11(x,) > 0.

3- En déduire que (x,,)nen+ est monotone et qu’elle converge vers une limite .
4- Montrer que [ = 1.

[Exrcice 3: 6 points]

u
Soit (ty, )nen une suite telle que Uy < Uy + Uy, et soit [ = inf{— / n > 1}. On se propose de montrer
n

. Un
que lim — =1{.
n—+oo N

1- Vérifier par récurrence que y,, < mi,.
2- Supposons que [ # —oo. Soit € > 0, il existe alors m € N* tel que [ < == <[ +e¢.

i. Vérifier que pour tout n > m on a u,, < qu,, +u, ou q et r sont tels quen =gm+ret 0 <r <m.

U, r. M |
ii. Montrer que [ < — < (I+¢)(1— =)+ —ou M = sup wu.
n n n 0<k<m

iii. Déduire que lim,, , ., —

= 1.

3- Supposons que [ = —oo. Soit A < 0, il existe alors m € N* tel que Um < A.
m

Uy, n M A
i. Montrer que — < A(1 — —) + — < —.
n r n 2
.o , . . un
ii. Déduire que lim,, ., ,, — = —o00.
n



