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Contrôle 1

�� ��Exrcice 1: 7 points

Soit (an)n∈N une suite de réels positifs et (un)n∈N la suite de terme général un =
√

a0 +
√

a1 + · · ·+√
an.

1- On suppose que pour tout n ∈ N, an = a > 0. Vérifier que un+1 =
√
a+ un et montrer que (un)n

converge vers l =
1 +

√
1 + 4a

2
.

2- On suppose que an = λ2n+1
avec λ > 0. Vérifier que un = λ

√
1 +

√
1 + · · ·+

√
1 et montrer que

(un)n converge vers
1 +

√
5

2
λ.

3- On se propose de montrer que (un)n converge si et seulement si la suite (a
1
2n
n )n est bornée.

i. Vérifier que un ≥ a
1

2n+1
n .

ii. Déduire que si (un)n converge alors la suite (a
1
2n
n )n est bornée.

iii. Réciproquement montrer que s’il existe λ > 0 tel que a
1
2n
n ≤ λ pour tout n ∈ N, alors (un)n

converge.

�� ��Exrcice 2: 7 points

Soit fn la fonction définie sur [0, 1] par fn(x) = 1− x− ln(1 + xn).
1- Montrer qu’il existe un unique xn ∈ [0, 1] telle que fn(xn) = 0.
2- Montrer que pour tout n ≥ 1, fn+1(xn) > 0.
3- En déduire que (xn)n∈N∗ est monotone et qu’elle converge vers une limite l.
4- Montrer que l = 1.�� ��Exrcice 3: 6 points

Soit (un)n∈N une suite telle que un+m ≤ un+um et soit l = inf{un

n
/ n ≥ 1}. On se propose de montrer

que lim
n→+∞

un

n
= l.

1- Vérifier par récurrence que umn ≤ mun.
2- Supposons que l ̸= −∞. Soit ε > 0, il existe alors m ∈ N∗ tel que l < um

m
< l + ε.

i. Vérifier que pour tout n ≥ m on a un ≤ qum+ur où q et r sont tels que n = qm+ r et 0 ≤ r < m.

ii. Montrer que l ≤ un

n
≤ (l + ε)(1− r

n
) +

M

n
où M = sup

0≤k<m
uk.

iii. Déduire que limn→+∞
un

n
= l.

3- Supposons que l = −∞. Soit A < 0, il existe alors m ∈ N∗ tel que
um

m
≤ A.

i. Montrer que
un

n
≤ A(1− n

r
) +

M

n
≤ A

2
.

ii. Déduire que limn→+∞
un

n
= −∞.
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